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Die Nutzung der TI-Nspire™ CAS App fiir iPad® an Beispielen erklart
Kapitel 19: Approximation der Binomialverteilung durch die Normal-
verteilung

Aufgabe

Gegeben sei ein n-stufiger Bernoulli-Versuch mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p.
Die Zufallsgrofie X sei die Anzahl der Erfolge, ist also binomialverteilt.

Z sei die zu X standardisierte Zufallsgréfie.

Aulerdem sei u der Erwartungswert und ¢ die Standardabweichung von X.

a) P(Z = z) ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Z = z.
Zeigen Sie fur n-Werte, die zwischen 100 und 500 liegen, und fur p-Werte zwischen 0,2
und 0,8, dass die Punkte mit den Koordinaten (z | o - P(Z = z)) néherungsweise auf

72

dem Graphen der Funktion ¢(z) = \/%9_7 liegen.

Hinweis: Die nachzuweisende Naherung gilt nur, wenn die Laplace-Bedingung o > 3 er-
fullt ist. Flr die gewahlten n und p Werte trifft dies zu, da ¢ = 4/100-0,2- 0,8 = 4 gilt.

b) Die binomialverteilte ZufallsgroRe X erfiille die Laplace-Bedingung.
Begriinden Sie mit Hilfe der Aussagen im Aufgabenteil a), dass dann naherungsweise
folgende Gleichung gilt:

1
PX=k)=olkuo)= .
X =k) =~ ok o) -

Stellen Sie diesen Zusammenhang grafisch dar.
Zeigen Sie an einigen Beispielen, dass ¢(x, 4, 0) = normPdf(x, i, 0) gilt.

c) Die Intervallwahrscheinlichkeit P(a < X < b) erhalt man mit der Funktion
binomCdf (n,p, a, b) oder grafisch, indem man die Flacheninhalte der entsprechenden
Rechtecke des zur Wahrscheinlichkeitsverteilung von X gehérenden Histogramms ad-
diert. Wegen der Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung kann
man stattdessen also auch die Integrale

b+0,5 b+0,5
'[ o(x,u,0)dx bzw. f normPdf (x,u, o) dx
a-0,5 a—0,5

zur Ermittlung dieser Wahrscheinlichkeit nutzen.
Hinweis: Fir die CAS-Funktion normCdf gilt:

[
normCdf(u,o,u, o) = fnordef(x, u,0)dx.

u
Nutzen Sie zur Losung der folgenden Aufgabe die Funktionen binomCdf, normCdf und
das Integral:
Eine ideale Miinze wird n-Mal geworfen. Die Zufallsgrof3e X sei die Anzahl Falle, bei de-
nen ,Zahl“ fallt.
Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) fUr
(1) n=100; a=45 und b=55
(2) n=1000000; a=499500 und b=500500

d) Entdecken Sie die Sigma-Regeln fir binomialverteilte ZufallsgréRen. Nutzen Sie dazu
die standardisierte Zufallsgréfie Z und die CAS-Funktionen normCdf und invnorm.
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Voriiberlegungen
Die bei der Aufgabenlosung bendtigten CAS-Funktionen binomPdf, binomCdf, normPdf,

normCdf und invNorm erhalten Sie entweder lber ,Hilfsfunktionen’ m, ,Katalog‘ und der
entsprechenden Eingabe im Suchfeld (bei ,Lists & Spreadsheet’ verwenden) oder Uber das

Menl ,Werkzeuge’ , (in ,Notes' dann noch ,Berechnungen’) und weiter tber Wahrschein-
lichkeit’ und ,Verteilungen‘.

Danach muissen Sie unter ,Binom Pdf...‘, ,Binom Cdf...‘, Normal Pdf...", ,Normal Cdf* und
Invers Normalverteilung' auswahlen.

a)

b)

c)

d)

Die Punkte (z |o-P(Z = z)) werden in der Applikation ,Graphs’ in einem Streudiagramm
dargestellt. Die Listen fir das Streudiagramm erstellen Sie in der Tabellenkalkulation
,Lists & Spreadsheet’. Nachdem n und p eingegeben wurden, werden Erwartungswert
und Standardabweichung ermittelt, danach die Listen fir z und ¢ - P(Z = z) der zugeho-
rigen standardisierten Binomialverteilung erstellt. Die Liste z erhalt man durch

Z = seq (R?T” k,0, n) die Liste der y-Werte durch y := ¢ - binompdf('n,' p).

In der Applikation Graphs wird zusatzlich zum Streudiagramm ¢(z) bei f1 eingeben.
Mit Hilfe von Schiebereglern fir die Parameter n und p, Iasst sich das Ergebnis von a)
fur verschiedene Binomialverteilungen darstellen.

Die Erstellung des Streudiagramms mit den Punkten (k|P(X = k)) mitk =0,1,2,...,n
erfolgt analog der Vorgehensweise wie im Aufgabenteil a), ebenso die Erstellung des
Graphen von ¢(k, u, o) und die Nutzung von Schiebereglern.

Um die Gultigkeit der Gleichung ¢(x, 1, ) = normpdf(x, 4, 0) an einigen Beispielen zu
demonstrieren, bietet sich die Tabellenkalkulation, also die Applikation ,Lists & Spread-
sheet' an.

Die erforderlichen Eingaben kdnnen in ,Notes* in ,Math Boxen* erfolgen. Die Werte fur
n, a und b sind einzugeben, die fir die Standardabweichung und den Erwartungswert
sind zu berechnen. Da in Notes ¢ als Variable nicht akzeptiert wird, sollten Sie vielleicht
m fur den Erwartungswert und s fur die Standardabweichung verwenden.

X sei eine binomialverteilte ZufallsgroRe mit dem Erwartungswert uy und der Stan-
dardabweichung oy.

Dann gilt

Pluy —r-0oxy <X < uy +r-oy) = normCdf(uy —r - ox, Uy + 1 0y, lx, Ox)

und nach Standardisierung (u; =0, g, = 1)

—Tr-ox— +7r-ox—
P(yx—r-aXSXS,uX+r-aX)znormCdf('uX - X 'uX,'uX - X 'uX,O,l)
X X
= normCdf (—r,r,0,1) = normCdf (—r,r)

Die ersten drei Sigma-Regeln folgen mit r=1, r=2 und r=3.

o(2)

0.1

-r 1 r

Aus P(uy —r-ox < X <uyx+r-ox) =P(—r <Z <r)=w folgt
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1 w 14w ] 1+w
P(ZSr):§+§=T = mvNorm(T>=r

Far w=0,9, w=0.95 und w=0,99 erhalt man weitere Regeln.

Losung
Erstellen Sie ein neues Dokument.

a) Wahlen Sie ,Lists & Spreadsheet’. Geben Sie Variable, die in Formelzellen auftreten und
mit der Bezeichnung von Spalten Ubereinstimmen, mit vorangestelltem Apostroph ein,
damit der Rechner keinen Konflikt meldet, den Sie dann klaren missten. Tippen Sie
doppelt auf die Zelle, in der eine Eingabe erfolgen soll. Die Eingabe erscheint zuerst in
der Referenzzeile oben. Schiel3en Sie die Eingabe jeweils mit ,enter’ ab. Geben Sie in
der Zelle A1 ,n:=100', in der Zelle A2 ,p:=0.5", in der Zelle A4 ,u := n-p' und in der Zelle

A5 ,0:=n-p-(1—p) ein. Die Zeichen u und o erhalten Sie lGber ,Hilfsfunktionen’ [I]
und ,Sonderzeichen’.
Geben Sie in die Namenszelle der Spalte B ,z' und in die Formelzelle dieser Spalte

Z = seq (% k,0, ’n)‘ ein. In die Namenszelle der Spalte C tragen Sie ,y* und in die zu-
gehorige Formelzelle ,y := o - binompdf ('n,’ p) ein.

Die Liste z enthalt alle Werte % die Liste y alle Werte ¢ - P(X = k) fur k von 0 bis n,
wobei X eine binomialverteilte ZufallsgroRe mit den Parametern n und p ist.

Sie kénnen die Breite der Spalten Uber das Meni ,\Werkzeuge' , ,Aktionen’, ;Grofe
andern‘ und ,Spaltbreite‘ anpassen. Dazu mussen Sie die blau markierte Flache an der
rechten Seite anfassen und ziehen.

< Hauptmenti —+ L) [%3 Dokument ® ey ?
oA
RAD YR p:=0.5
A Bz < D E = G H
[ v
= =seq((k-p)/o,k,0,'n)  =c*binompdf('n,'p)
g | 0| 100 -10. 3.9443€-30
2 0.5 -9.8 3.9443€e28
a8y I -9.6 1.9524326
4 50. 9.4 6.37794e25
5 5. -9.2 1.54665e-23

Offnen Sie eine neue Seite + und wahlen Sie ,Graphs’. Erganzen Sie die Eingabe der

x2

Funktionsgleichung zu ;f1(x) = % e 2 ‘. Passen Sie das Bildschirmfenster wie folgt

V2r
an. Offnen Sie das Menli ,Werkzeuge' und wahlen Sie ,Fenster/Zoom* und ,Fenster-
einstellungen...’. Nehmen Sie folgende Einstellungen vor:
XMin: -5
XMax: 5
X-Skala: 1
YMin: -0.2
YMax: 0.6
Y-Skala_ 0.1
,OK'
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Wolfgang Hafner

Die Erstellung des Streudiagramms nehmen Sie wie folgt vor:

Offnen Sie das Menii ,Fenster/Zoom*
und wahlen Sie ,Graph-Eingabe/Bearbeitung’ und ,Streudiagramm®. Erganzen Sie die
Eingabe wie im Bild ersichtlich:

, gehen Sie zurlick zum Menl ,Werkzeuge’

< Hauptmenii T _,}5 Dokument 2 @ {:,}
SONICE v
[
< Hauptmeni & [%) Dokument @ o ?
RAD 0.6 4y
[
M
I~
0.1
2 x
< (zy) X e
1 2
fl(x): ‘e
]2'1‘(

Sie kénnen die Farbe der Funktion f1 oder des Streudiagramms anpassen. Tippen Sie

auf das anzupassende Objekt oder seinen ,Bezeichner’, danach auf ,Prfer und
wahlen Sie die gewunschte Farbe. Beenden Sie die Eingabe jeweils durch Tippen auf
eine freie Stelle des Arbeitsbereichs.

Erzeugen Sie zuletzt Schieberegler flr die Variablen n und p, damit Sie das Ergebnis

von Aufgabeteil a) fur unterschiedliche Binomialverteilungen sehen.

Offnen Sie das Menii ,Graph-Eingabe/Bearbeitung’

, gehen Sie zurick zum Menu

\Werkzeuge®, wahlen Sie ,Aktionen‘ und ,Schieberegler einfugen'.
Nehmen Sie folgende Schiebereglereinstellungen vor:
Far die Variable n:

Variable: n
Anfangswert: 250
Minimum: 100
Maximum: 500
Schrittweite: 1
,OK*

Fur die Variable p:
Variable: p
Anfangswert: 0.5
Minimum: 0.2
Maximum: 0.8
Schrittweite: 0.001
,OK*
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b)

Schieben Sie die beiden Regler an den oberen Rand des Arbeitsbereichs.
Sie mussen auf den zuerst erstellten Regler driicken, bis das Kontextmenu erscheint
und ,Verschieben‘ wahlen.

< Hauptmenii -+ & Dokument @] o} ?

Il

S ! %
M

m
3
. &

0.2

Verandern Sie nun mit den Reglern die Werte von n und p.

Man erkennt, dass die Punkte des Streudiagramms stets in etwa auf dem Funktionsgra-
phen liegen.

Begrindung:
ZZ
Aus ¢(z) = \/%e_7 und @(z) =o-P(Z = z)
1 z?
> 0'PZ=2)r—e 2
( ) o
Z=t)r =%
> PZ=2)= e 2
V2o "
X — —
Da Z = —“, also z = o
o o
P =) ~ ol o) = — o35
E = = S U, 0) = e [
PrH o-V2m

Offnen Sie ,Neue Seite* —~_ wahlen Sie ,Problem‘ und ,Calculator’.
Speichern Sie die Funktion ¢(x, i, ) und die Anfangswerte von n, p und w.
Die Variable w nutzen wir spater bei einem Schieberegler.

Wir setzten hier ihren Wert erst einmal auf 1.
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< Hauptmeni a é Dokument (S ?

RAD _ 2 Fertig

n:=150 150

Bl B B

p=0.5 0.5

Erstellen Sie eine neue Seite + wahlen Sie ,Lists & Spreadsheet’ und nehmen Sie die
Eingaben wie im Bild ersichtlich vor.

{ Hauptmeni |+ & é Dokument 2
22 £ I
o B
Ak By € D E
I
= =seq(i,i,0,'n) =binompdf('n,'p)
M 1 0 7.00649€-46
@ 2 1 1.05097e43 4
3 2 7.82976€-42 .
4 3

3.86268e-40

Mit seq(i, i,0," n) wird die Liste k der natlrlichen Zahlen von 0 bis n erzeugt.
Die Elemente der Liste y sind die Werte P(X=k) der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der binomialverteilten Zufallsgré3e X mit den Parametern n und p.

Offnen Sie eine neue Seite —i_ und wahlen Sie ,Graphs’.

Ergénzen Sie die Eingabe von f1:

f1(x) = when(w = 1,¢(x,n-p,\/n-p- (1 — p)). Der Graph wird nur sichtbar, wenn w=1
ist. Den zugehorigen Schieberegler erstellen Sie spater.

Damit Sie den Graphen sehen, sollten Sie die Fenstereinstellungen anpassen.

Offnen Sie das Menii ,Werkzeuge , Wahlen Sie ,Fenster/Zoom‘ und ,Fenstereinstel-
lungen.... Nehmen Sie folgende Einstellungen vor.

XMin: -35

XMax: 200

YMin: —0.03

YMax: 0.1

OK

Offnen Sie danach erneut das Menii ,Fenster/Zoom' , gehen Sie zurick zum Menu

\Werkzeuge‘ und wahlen Sie ,Graph-Eingabe/Bearbeitung‘ und ,Streudiagramm’. Ent-
nehmen Sie die nun erforderliche Eingabe dem nachfolgenden Bild.
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fD=

< Hauptmenii } “ Dokument @ © ?

Nehmen Sie eventuell Farbanderungen beim Graphen von f1 oder beim Streudiagramm

VOr.
{ Hauptmeni + & )%5 Dokument @ G ?

o 014y

f1 (\) whon(w 1 ,m(.‘f,n- p.yn p- (I—p) ))

0.005 1 x
338 0 I, s

0.029

Erstellen Sie nun die Schieberegler fur n, p und w.

Offnen Sie dazu das Menii ,Graph-Eingabe/Bearbeitung’ , gehen Sie zurlick zum
Menl ,Werkzeuge‘ und wahlen Sie ,Aktionen‘ und ,Schieberegler einfligen’.

Nehmen Sie folgende Einstellungen vor und schieben Sie die Regler an eine geeignete
Stelle.

Far w:
Anfangswert:
Minimum:
Maximum:
Schrittweite:
Stil: Vertikal
Minimiert

,OK*

== O R

Far n:

Anfangswert: 100
Minimum: 100
Maximum: 200
Schrittweite: 1
,OK'
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Fir p:

Anfangswert: 0.5
Minimum: 0.2
Maximum: 0.8
Schrittweite: 0.001
,OK"

Verandern Sie wiederum mit den Reglern die Werte von n und p.
Man erkennt, dass die Punkte des Streudiagramms stets in etwa auf dem Funktionsgra-
phen liegen.

ﬂ(x)=when(w=l,q)(x,n-p, n-p-(1-p ))

0.1 %y
T F . m- .
= ' .
v
fl(x)=when(w=1,:p(x,n- P. Jn- p il—pi ))
(kcy)
005 — x
ETRTIM m T TooTe
0.029 T
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Erstellen Sie eine neue Seite + und wahlen Sie ,Lists & Spreadsheet'.
Geben Sie in Zelle A1 ,u: = 100° und in Zelle A2 ,o = 4' ein.
Die noch fehlenden Eingaben erganzen Sie wie im folgenden Bild ersichtlich.

< Hauptmeni  + a J% Dokument e © ?
£

2.1817067376144e4

i A BX [e D E F
| = | =seq(u+i*o,i,"3.5,3.5,0.5) =p('x,u,0) :normpdf('x.u.o)

I 1 100 86. 0.000218 0.000218,

| 2 4 88. 0.001108 0.001108

as 3 90. 0.004382 0.004382
4 92. 0.013498 0.013498
5 94, 0.032379 0.032379
6 96. 0.060493 0.060493
7 98. 0.088016 0.088016
8 100. 0.099736 0.099736
9 102. 0.088016 0.088016
10 104. 0.060493 0.060493

Mit seq(u + i - o,i,—3.5,3.5,0.5) erhalt man die Liste x={86,88.90,...,114},

mit ¢ ('x, u, o) die Liste der zu x gehdérenden Funktionswerte, die man ebenso mit dem
CAS-Befehl ,normpdf ('x, u, o) erhalt. Bei Verwendung von normpdf in anderen Applika-
tionen entfallt natlrlich das Apostroph vor dem Variablenbezeichner x.

Erstellen Sie ein neues Problem _|_ und wahlen Sie also ,Problem’, dann ,Notes’.
Die im Bild ersichtlichen Eingaben erfolgen in ,Math Boxen'.

Eine ,Math Box" erhalten Sie wie folgt:

Offnen Sie das Meni ,Werkzeuge', wahlen Sie ,Einfiigen‘ und ,Math Box'.
Zwischen den ,Math Boxen‘ konnen Sie mit der Leertaste Platz schaffen.

< Hauptmeni + & é Dokument “ o ?

n:=100 » 100 m:=n-0.5 » 50. s:= n'(ﬂ.i)z * 5.
O a-45:45 bi=55-55
m binomCdf(n,0.5,a,b) » 0.728747
normCdf(a—0.5,b+0.5,m,s) * 0.728668

[P b+0.5
nnrdef(x,m\s) dx » 0.728668
a—0.5

< Hauptmend - « é Dokument @ O ?

n:=1000000. * 1.66  m:=n-0.5 » 500000. s:=|n-(0.5)2 » 500.
I 2:-499500 » 499500  B:=500500 > 500500
N binomCdf(n,0.5.a,b) * Fehler: Bereichsfehler
~ normCdf(a—0.5,b+0.5,m,s) * 0.683173

~ Jb+o,5

a—0.5

nordef(.r‘m,s) dx » 0.683173
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Fiir n = 100 ist P(45 < X < 55) ~ 0,7287
und fir n = 10° ist P(499500 < X < 500500) ~ 0,6832

Wolfgang Hafner

Beim zweiten Beispiel kommt es zu einem Bereichsfehler, weil der n-Wert zu grof} ist.

Erstellen Sie eine neue Seite —~_ und wahlen Sie ,Calculator.

Flhren Sie die im Bild ersichtlichen Berechnungen aus.

& Hauptmeni + & A Dokument ()]

RAD normCdfl-1,1)

I normCdf(-2,2)

(1 normCdf(-3,3)
. '1-0.9‘]
invNorm|
2
1*0.95')

in\‘Nurml
\ 2

1*0.‘)‘))

invN orml

Die Auswertung ergibt dann die bekannten Sigma-Regeln.

X sei eine binomialverteilte Zufallsgrofle mit dem Erwartungswert y und der

Standardabweichung ¢ > 3. Dann gilt naherungsweise

Pu—oc<X<pu+o)=0,683
P(u—20<X<pu+20)=0955
P(u—3c<X<u+30)=0997
P(u—1640<X<pu+1640) =09
P(u—1960 <X <u+1960) = 0,95
P(u—2,580 <X <pu+2,580) =099

Kehren Sie zum Hauptmenii zuriick und nennen Sie die Datei ,BinApproxNorm".
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0.682689

0.9545

0.9973

1.64485

1.95996

2.57583
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