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Kenntnisse über Kegelschnitte mit dem modularen Mathematiksystem der 
TI-NspireTM CX CAS Technologie anschaulich und effektiv erlernen 

Teil 3 
 

Wolfgang Häfner 
 
Auch für den Teil 3 wird die zugehörige Datei Kegelschnitte3.tns zum Download zur 
Verfügung gestellt. 
 

Eine „alte“ Abituraufgabe 
 

In meiner Abiturprüfung hatte ich folgende Aufgabe zu lösen: 

Von einer Ellipse mit der Gleichung 
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1 (𝑎 > 0, 𝑏 > 0; 𝑎, 𝑏 beliebig reell ) 

wird eine Fläche eingeschlossen. 
Rotiert diese Fläche um die x-Achse, so entsteht ein Rotationsellipsoid mit dem Volumen 𝑉𝑥, 

rotiert sie um die y-Achse, so entsteht ein Rotationsellipsoid mit dem Volumen 𝑉𝑦. 

Zeigen Sie, dass stets 
𝑉𝑥

𝑉𝑦
=

𝑏

𝑎
 gilt. 

 
Mit Hilfe eines CAS ist das kein Problem. 
 

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1        ⇒     𝑦2 = −

𝑏2 ∙ (𝑥2 − 𝑎2)

𝑎2
 

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1        ⇒     𝑥2 = −

𝑎2 ∙ (𝑦2 − 𝑏2)

𝑏2
 

𝑉𝑥

𝑉𝑦
=

2 ∙ 𝜋 ∙ ∫ (−
𝑏2 ∙ (𝑥2 − 𝑎2)

𝑎2 )  𝑑𝑥
𝑎

0

2 ∙ 𝜋 ∙ ∫ (−
𝑎2 ∙ (𝑦2 − 𝑏2)

𝑏2 )  𝑑𝑦
𝑏

0

=
∫ (−

𝑏2 ∙ (𝑥2 − 𝑎2)
𝑎2 )  𝑑𝑥

𝑎

0

∫ (−
𝑎2 ∙ (𝑦2 − 𝑏2)

𝑏2 )  𝑑𝑦
𝑏

0

=
𝑏

𝑎
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Volumen von Rotationsellipsoiden bei Rotation um die Haupt- bzw. Nebenachse  
 

 
 

𝑉𝑥 =
4

3
∙ 𝜋 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏2          𝑉𝑦 =

4

3
∙ 𝜋 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏 

 
Ist 𝑎 = 𝑏, so ist der Rotationsellipsoid eine Kugel mit dem Radius 𝑟 = 𝑎 = 𝑏. 

Dann ist das Volumen, wie bekannt, V=
4

3
𝜋 ∙ 𝑟3. 

 

Gleichungen der Kegelschnitte und zugehöriger Tangenten 
bei achsenparalleler Lage zum Koordinatensystem 

 
Wie sich Parallelverschiebungen der Kurven zu den Achsen auf die Gleichungen auswirken, 
ist aus dem Unterricht hinlänglich bekannt. Deshalb erfolgt hierzu nur eine 
Zusammenstellung. 
 
 

 Kegelschnitt Tangente 

Ellipse,       𝑀(𝑐 | 𝑑) 
(𝑥 − 𝑐)2

𝑎2
+

(𝑦 − 𝑑)2

𝑏2
= 1 

(𝑥 − 𝑐) ∙ (𝑥0 − 𝑐)

𝑎2
+

(𝑦 − 𝑑) ∙ (𝑦0 − 𝑑)

𝑏2
= 1 

Hyperbel, 𝑀(𝑐 | 𝑑) 
(𝑥 − 𝑐)2

𝑎2
−

(𝑦 − 𝑑)2

𝑏2
= 1 

(𝑥 − 𝑐) ∙ (𝑥0 − 𝑐)

𝑎2
−

(𝑦 − 𝑑) ∙ (𝑦0 − 𝑑)

𝑏2
= 1 

Parabel,   𝑆(𝑐 | 𝑑) (𝑦 − 𝑑)2 = 2 ∙ 𝑝 ∙ (𝑥 − 𝑐) (𝑦 − 𝑑) ∙ (𝑦0 − 𝑑) = 2 ∙ 𝑝 ∙ (𝑥 + 𝑥0 − 2𝑐) 

 

𝑀 Mittelpunkt, 𝑆 Scheitelpunkt 
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Beispiele: 
 

 
 
 
Gemeinsame Scheitelpunktsgleichung der nichtentarteten Kegelschnitte 
 
Die Scheitelpunktsgleichung für die Parabel wurde bereits im ersten Teil dieses Beitrags 
hergeleitet. Je eine Scheitelpunktsgleichung findet man auch für die Ellipse und die Hyperbel 
durch folgende Überlegung.  
Man verschiebt die Kurve aus der Mittelpunktslage in x-Richtung so, dass ein Scheitelpunkt 
und der Koordinatenursprung zusammenfallen. 
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Dadurch verändern sich die Gleichungen, die dann noch nach 𝑦2 umgstellt werden. 
 
(𝑥 − 𝑎)2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1             ⇒             𝒚𝟐 = 𝟐 ∙

𝒃𝟐

𝒂
∙ 𝒙 −

𝒃𝟐

𝒂𝟐
∙ 𝒙𝟐 

(𝑥 + 𝑎)2

𝑎2
−

𝑦2

𝑏2
= 1             ⇒             𝒚𝟐 = 𝟐 ∙

𝒃𝟐

𝒂
∙ 𝒙 +

𝒃𝟐

𝒂𝟐
∙ 𝒙𝟐   

 

 
 
Eine gemeinsame Scheitelpunktsgleichung für die Ellipse, die Hyperbel und die Parabel 
findet man schließlich, wenn man zur Herleitung von deren gemeinsamer Ortsdefinition 
ausgeht. Dabei soll die Lage im Koordinatensystem der oben dargestellten entsprechen. 
 
Ähnlich wie in Teil 1 setzten wir auch hier voraus, dass die Herleitung der für die 
gemeinsame Ortsdefinition von Ellipse, Hyperbel und Parabel zugrunde liegenden 
Eigenschaften bereits erfolgt ist. (Dandelinsche Kugel, Leitlinie). 
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Ortsdefinition: 

Die Menge aller der Punkte 𝑃 einer Ebene, für die das Verhältnis 
𝑃𝐹̅̅ ̅̅

𝑃𝐿̅̅̅̅
 des Abstandes 𝑃𝐹 ̅̅ ̅̅̅ 

von 𝑃 zu einem festen Punkt 𝐹 dieser Ebene und des Abstandes 𝑃𝐿̅̅̅̅  von 𝑃 zu einer festen 
Geraden 𝑙 dieser Ebene gleich einer festen positiven Zahl 𝜀 ist, nennt man für 0 < 𝜀 < 1 

Ellipse, für 𝜀 = 1 Parabel und für 𝜀 > 1 Hyperbel. 
F heißt Brennpunkt und 𝑙 Leitlinie, die Zahl 𝜀 numerische Exzentrizität der Ellipse, Parabel 
bzw. Hyperbel.  
 
Die Parabel wurde bereits im ersten Beitrag zu den Kegelschnitten entsprechend definiert. 
 
Herleitung: 
 
Die Lage der Kurve im Koordinatensystem wurde bereits oben vorgegeben. 
Wegen der Symmetrie zu x-Achse, sind Leitlinie und x-Achse orthogonal. 
 

 
 
Dann gilt: 

𝑃𝐹̅̅ ̅̅

𝑃𝐿̅̅̅̅ =
𝑂𝐹̅̅ ̅̅

𝑂𝐿0
̅̅ ̅̅ ̅

= 𝜀          𝑑 = 𝐹𝐿0
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐿0

̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑂𝐹̅̅ ̅̅   

d: Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie. 
 
𝑃′𝑃̅̅ ̅̅ ̅2 + 𝑃′𝐹̅̅ ̅̅ ̅2 = 𝑃𝐹̅̅ ̅̅ 2 
𝑃′𝑃̅̅ ̅̅ ̅2 + 𝑃′𝐹̅̅ ̅̅ ̅2 = (𝜀 ∙ 𝑃𝐿̅̅̅̅ )2 
𝑃′𝑃̅̅ ̅̅ ̅2 + 𝑃′𝐹̅̅ ̅̅ ̅2 = 𝜀2 ∙ 𝑃𝐿̅̅̅̅ 2 
𝑃′𝑃̅̅ ̅̅ ̅2 + 𝑃′𝐹̅̅ ̅̅ ̅2 = 𝜀2 ∙ (𝑃′𝑂̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑂𝐿0

̅̅ ̅̅ ̅)2 
𝑃′𝑃̅̅ ̅̅ ̅2 + (𝑃′𝑂̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑂𝐹̅̅ ̅̅ )2 = 𝜀2 ∙ (𝑃′𝑂̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑂𝐿0

̅̅ ̅̅ ̅)2 
 
𝑦2 + (𝑥 − 𝑂𝐹̅̅ ̅̅ )2 = 𝜀2 ∙ (𝑥 + 𝑂𝐿0

̅̅ ̅̅ ̅)2 
 

 
  



 

6 
 

Man erhält schließlich: 
 

𝑦2 = 𝑥 ∙ ((𝜀2 − 1) ∙ 𝑥 + 2 ∙ 𝑑 ∙ 𝜀) 

𝑦2 = 2 ∙ 𝑑 ∙ 𝜀 ∙ 𝑥 + (𝜀2 − 1) ∙ 𝑥2 
 

Da für die Parabel 𝜀 = 1 gilt, folgt für sie 𝑦2 = 2 ∙ 𝑑 ∙ 𝑥, also 𝑑 = 𝑝. 
(siehe Scheitelpunktsgleichung der Parabel im Teil 1) 
 
 
Für die Hyperbel und Ellipse setzen wir 𝑝 = 𝑑 ∙ 𝜀 und erhalten 
 

𝒚𝟐 = 𝟐 ∙ 𝒑 ∙ 𝒙 + (𝜺𝟐 − 𝟏) ∙ 𝒙𝟐 
Gleichung einer Parabel, wenn 𝜀 = 1 
Gleichung einer Ellipse, wenn 𝜀 < 1 

Gleichung einer Hyperbel, wenn 𝜀 > 1  
 
Ein Vergleich mit den Gleichungen  

𝑦2 = 2 ∙
𝑏2

𝑎
∙ 𝑥 −

𝑏2

𝑎2 ∙ 𝑥2 ( Ellipse) und 𝑦2 = 2 ∙
𝑏2

𝑎
∙ 𝑥 +

𝑏2

𝑎2 ∙ 𝑥2 (Hyperbel) liefert 

folgende Zusammenhänge: 

𝑝 = 𝑑 ∙ 𝜀 = 
𝑏2

𝑎
 und 𝜀2 − 1 = −

𝑏
2

𝑎2 für die Ellipse bzw. 𝜀2 − 1 =
𝑏

2

𝑎2 für die Hyperbel 

 
Für die Ellipse folgt daraus: 

𝜀2 = 1 −
𝑏2

𝑎2
=

𝑎2 − 𝑏2

𝑎2
=

𝑒2

𝑎2
 

 
Analog für die Hyperbel: 

𝜀2 = 1 +
𝑏2

𝑎2
=

𝑎2 + 𝑏2

𝑎2
=

𝑒2

𝑎2
 

 
Sowohl für die Ellipse als auch die Hyperbel erhält man  

𝜺 = 
𝒆

𝒂
 und 𝒅 = 

1

𝜀
∙

𝑏2

𝑎
=

𝑎

𝑒
∙

𝑏2

𝑎
=

𝒃𝟐

𝒆
. 
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Notes-Seite für die Ellipse   Notes-Seite für die Hyperbel 

                
Es gilt 𝑟 =  𝑃𝐹̅̅ ̅̅ . 
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Die Namen der Kegelschnitte 
 

 
 
Dargestellt sind hier eine Ellipse, eine Parabel und eine Hyperbel, wobei der Parameter p 
konstant ist (im Bild 𝑝 = 2). 

Das graue Rechteck (Sperrungsrechteck) hat für 𝑥 > 0 den Flächeninhalt 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑥 

(im Bild: 𝑥 = 3). 
Betrachtet werden weiterhin die Quadrate (Ordinatenquadrate), deren Seitenlängen die zu 
dem gewählten x-Wert gehörenden y-Werte der drei Kurven sind. 
Wie man sieht, hat das zur Parabel gehörenden Ordinatenquadrat (rot) den gleichen 
Flächeninhalt wie das Sperrungsrechteck. Das Ordinatenquadrat der Ellipse hat einen 
kleineren, das der Hyperbel einen größeren Flächeninhalt. 
 
Dieses Ergebnis erhält man sofort aus der gemeinsamen Scheitelpunktsgleichung. 

  𝐴𝑃𝑎𝑟𝑎𝑏𝑒𝑙 = 𝑦2 = 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑥 = 𝐴𝑠𝑝𝑒𝑟𝑟 

    𝐴𝐸𝑙𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒 = 𝑦2 = 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑥 + (𝜀2 − 1) ∙ 𝑥2 < 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑥 = 𝐴𝑠𝑝𝑒𝑟    (wegen 𝜀 < 1 und 𝑥2 > 0) 

𝐴𝐻𝑦𝑝𝑒𝑟𝑏𝑒𝑙 = 𝑦2 = 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑥 + (𝜀2 − 1) ∙ 𝑥2 > 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑥 = 𝐴𝑠𝑝𝑒𝑟    (wegen 𝜀 > 1 und 𝑥2 > 0) 

 
Diese Eigenschaft erklärt die Namen der Kegelschnitte: 
 
Parabel: 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛽𝛼𝜆𝜆𝜀𝜄𝜈,  paraballein, gleich sein 

Ellipse: 𝜀𝜆𝜆𝜀𝜄𝜋𝜀𝜄𝜈,  elleipein, ermangeln 
Hyperbel: 𝜐̇𝜋𝜀𝜌𝛽𝛼𝜆𝜆𝜖𝜄𝜈,  hyperballein, übersteigen 
 
Interessant ist in diesem Zusammenhang, dass In der Literaturwissenschaft kurze 
gleichnishafte Erzählungen Parabeln genannt werden. Wird das Stilmittel der Übertreibung 
verwendet so spricht man von einer Hyperbel, Sätze mit Auslassungen oder die 
Auslassungen selbst nennt man Ellipsen.  
 
Quellen: 
1. Frank, Brigitte, „Mathematik 12, B. Kegelschnitte“, 

Verlag Volk und Wissen, Berlin 1974 
2. Andreas Filler, Matthias Ludwig (Hrsg.), 

„Wege zur Begriffsbildung für den Geometrieunterricht  Ziele und Visionen 2020“  
Verlag Franzbecker 2013, 
Vorträge auf der 29. Herbsttagung des Arbeitskreises Geometrie in der Gesellschaft für Didaktik der 
Mathematik vom 14. bis 16. September 2012 in Saarbrücken 

3.  

https://mathekurs.ch/weitere-themen/kegelschnitte/518-ellipse-1/file.html 

https://mathekurs.ch/weitere-themen/kegelschnitte/518-ellipse-1/file.html

