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Biicher aus der T3-Akzente Reihe:

Band 1

Andreas Pallack & Barbel Barzel (Hrsg.)
Aufgaben mit TI-Nspire™/TI-Nspire™ CAS — 2. vollstédndig Uberarbeitete Auflage

Dieses Heft will Sie beim Unterrichtsalltag mit TI-Nspire™ und TI-Nspire™ CAS (Version
1.2) unterstitzen. Es enthalt nicht nur schéne Aufgabenideen und Lésungshinweise, sondern
auch Empfehlungen, wie diese Aufgaben in lhren Unterricht integriert werden kénnen und
welche Ziele und Kompetenzen mit der Aufgabe verfolgt werden kénnen.

Band 2

h
h

Andreas Pallack & Barbel Barzel (Hrsg.)
... aller Anfang ist leicht

Das Heft eignet sich bestens fir den Einstieg in die TI-Nspire™ Technologie. Sie finden in
diesem Buch einem Basisteil mit acht Beitrdgen von bekannten Autoren, die grundlegende
Fragen im Umgang mit TI-Nspire™ sowie TI-Nspire™ CAS klaren. Im Artikelteil, der sich
anschlief3t, finden Sie sieben Aufgaben- und Unterrichtsvorschlage.

Diese und weitere Materialien finden Sie auch unter www.ti-unterrichtsmaterialien.net.
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Hinweise zum Buch
Differenzialrechnung mit neuen Medien verstehensorientiert unterrichten

Liebe Leserinnen und Leser,

bevor Sie starten, méchten wir Ihnen gerne einige Informationen Gber das Buch und nitzli-
che Hinweise zum Umgang mit ihm geben.

Die Reihe T3-Akzente

Das vorliegende Buch ist das erste aus einer Reihe, die sich explizit mit Gegenstanden der
gymnasialen Oberstufe auseinandersetzt. Ein markantes duf3eres Kennzeichen dieser Reihe
ist das im Titel jeweils prominent platzierte Adjektiv verstehensorientiert. Tatsachlich arbei-
tet das bundesweite Netzwerk T° seit vielen Jahren daran Lehrkraften zu helfen, dass ihre
Schilerinnen und Schiler die Inhalte und Denkweisen des Faches Mathematik besser ver-
stehen und sie nachhaltig produktiv nutzen kénnen. Wir tragen mit dieser Reihe den Diskus-
sionsstand zur Differenzialrechnung zusammen. Die Vorschldge in diesem Buch sehen wir
entsprechend als einen Werkstattbericht, der zur Diskussion und Weiterentwicklung einladt.

Alle Biicher der T°-Akzente Reihe werden jeweils von zwei Lehrern begleitet. Sie entschei-
den mit bei der Auswahl der Manuskripte und unterziehen das gesamte Heft in jeder Phase
seiner Entstehung einer intensiven Prifung. Wir danken auf diesem Weg Barbara Hiiser
und Franz Schldéglhofer fiir ihre Arbeit als Heftbegleiter.

Hinweise zum Umgang mit dem Buch

Das Buch wurde fir die Technologie TI-Nspire™ geschrieben. In den Artikeln finden Sie
jeweils Hinweise, ob diese nur fiir TI-Nspire™ CAS oder sowohl fiir TI-Nspire™ CAS wie
auch TI-Nspire™ (numerischer Graphikrechner ohne CAS) geeignet sind. Alle Aufgaben las-
sen sich auch mit der entsprechenden TI-Nspire™ Software bzw. TI-Nspire™ CAS Soft-
ware am Computer bearbeiten. Wenn nur einzelne Passagen eines Beispiels das Computer-
Algebra-System benétigen, finden Sie das Zeichen im Text oder an den Screenshots:

CAS

s |la s 16| 506 AUTO REELL 5]
)emac? Pertig
expandlfx+n) z) n2 42 he?
Axki=® Fertig
expandlfbc+), ) 2 43k a3t ax®
|

20

Alle erlauternden Bildschirmfotos stammen von Handhelds mit der Softwareversion 1.7. Ein
kostenloses Softwareupgrade (z. B. flr Nutzer der Version 1.4) ist Uber die TI-Webseiten
(education.ti.com) verfligbar. Zu Gunsten der Lesbarkeit des Textes wurden einige Bild-
schirmfotos montiert (z. B. vergréRert), um eine bessere Ubersicht zu bieten. Diese sind mit
einem Stern am oberen linken Rand gekennzeichnet und so von Originalbildschirmfotos zu
unterscheiden.
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1.1 BOG ALUTO REELL i
rand(S) =]
{ 943507, 908319, 146638,.514702, 40581 }
Seq(szjJ 1,5) £1,49,16,25}
randInt(1,2) 2
randInt(1,2) 1
seql(-1jrmdnt{12) ; 1 5] {-L1-L11}
{123b {234} {0,612}
seq(('l)rmdlnt(l’z),z’, 1,5)-ranc1[5)
{- 006263 - 545986, - 85558, 977084, 278
Define 7=100 Ferfig
™

/99

Wie auch in den ersten beiden Bénden dieser Reihe greifen die Beitrdge auf ein Glossar mit
nitzlichen Bedienhinweisen zuriick. Glossarhinweise erkennen Sie daran, dass sie grau hin-
terlegt sind (z. B. Graphen einer Funktion zeichnen). Die entsprechende Passage finden Sie
dann auch im Glossar. Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kénnen, drucken wir
das Glossar nicht ab, sondern stellen es online zur Verfigung.

Sie haben nun zwei Mdglichkeiten, auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank:
www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar’

(2) Sie nutzen unser Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar

Das Glossar wird regelmaflig aktualisiert. Sdmtliche Bedienhinweise in den Einheiten und
Artikeln sind so verfasst, dass sie mit allen zukinftigen Glossars vertraglich sind.

In den Kopfzeilen der Artikel finden Sie eine Laufleiste:

Didaktischer

Zusatzmaterial
Kommentar

Titel der Einheit Kopiervorlage | Lésungshinweise

Ihr kénnen Sie enthnehmen, in welchem Teil des Artikels Sie sich gerade befinden. Die Auf-
gabenstellungen finden Sie z. B. unter Kopiervorlage, Hinweise fir den Unterricht in der Re-
gel unter Didaktischer Kommentar.

Ebenfalls auf der Materialdatenbank (www.ti-unterrichtsmaterialien.net) finden Sie viele der
in diesem Buch vorgestellten TI-Nspire™-Dateien.

Muinster, im November 2009

Hubert Langlotz, Andreas Pallack (Herausgeber)
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Differenzialrechnung mit neuen Medien

verstehensorientiert unterrichten

Andreas Pallack, Aldegrever-Gymnasium, Soest
Hubert Langlotz, Elisabethgymnasium, Eisenach

Einleitung

L,Damit sind wir bei einem Kernproblem des Analysisunterrichts: Die Analy-
sis ist ein Paradebeispiel einer Theorie, die nicht als bruchlose Fortsetzung
und bloBe Verstdrkung des Alltagsdenkens verstanden werden kann.*
(Danckwerts & Vogel 2006, 4)

Aufgabe 1: Sei f(x) = x*~3x*+x+1. Bestimmen Sie die Wendestelle des Graphen von f.

Solche Aufgaben haben viel Kritik an der klassischen schulischen Analysis hervorgebracht.
Schuler kénnen diese Aufgaben I6sen, ohne zu verstehen, was sie tun: Bilde die erste Ablei-
tung, bilde die zweite Ableitung, berechne die Nullstellen der zweiten Ableitung, berechne die
dritte Ableitung, ist diese an der gefundenen Nullstelle der zweiten Ableitung ungleich Null?
Voila!

Tatséachlich erscheint die Abarbeitung solcher Verfahren vielen Schilern sinnfrei. Nur wenige
Wochen nach dem Abitur sind die Regeln vergessen und vom Mathematikunterricht bleibt
nicht mehr als eine nicht genau zu spezifizierende Erinnerung (z. B. ,.... das war das mit dem
Strich, oder?®).

Dem entgegen wirken sollte eine starkere Anwendungsorientierung; so zumindest ein Ansatz
aus den 90er Jahren. Was hat sich seitdem verdndert? Ein Blick in aktuellere Abituraufgaben
vermittelt uns einen Eindruck von der Entwicklung:

Aufgabe 2: Eine Zulaufratenfunktion ist durch z(t) = (t>-10t+24)e** gegeben. Bestimmen Sie
den Zeitpunkt, zu dem sich die Zulaufrate am starksten andert.

Die Funktion wurde in einen (Anwendungs-) Kontext eingebunden. Es geht nicht mehr um
das schlichte Bestimmen einer Wendestelle: Die Wendestelle hat in diesem Kontext eine
Bedeutung, die interpretiert werden muss. Zum Ableiten und Lésen von Gleichungen stehen
haufig leistungsfahige digitale Werkzeuge zur Verfiigung.

Doch haben Schiiler, die solche Aufgaben l6sen kénnen, wirklich mehr verstanden? Tat-
sachlich zeigen die Erfahrungen aus zentralen Abiturklausuren, wie sie mittlerweile in fast
allen Bundesléndern geschrieben werden, dass das Spektrum méglicher Kontexte Uber-
schaubar ist. Weicht man vom Standard ab, haben viele Schiler Schwierigkeiten, kontext-
orientierte Aufgaben in Abiturklausuren zu I6sen. Das Einarbeiten in einen Kontext kostet
Zeit, die man in Klausuren nur im sehr beschréankten MaRe hat.

Tatsachlich fuhren jahrlich wiederkehrende Kontexte und Aufgabenstellungen in Prifungen
dazu, dass das Nachdenken Uber und die Arbeit mit dem Kontext durch die Suche nach
SchlUsselwdrtern in Aufgabenstellungen und dem Driicken bestimmter Tastenkombination
ersetzt werden?. Traditionell orientierte Lehrer folgern daraus, dass nun noch nicht einmal

' Gerade bei Abiturklausuren darf man nicht vergessen, dass nicht der ,mittelmaBige Schiiler* gerade eben mit
der Klausur fertig werden darf. Eine Klausur muss so konzipiert sein, dass ein Grofteil der Schiler, welche die
Aufgaben potenziell I16sen kdnnten, in der vorgegeben Zeit deren Bearbeitung abschlielen kénnen. Das ist bei
unbekannten Kontexten schwierig, da man sich bereits den Zugang erarbeiten muss.

2 In einigen Landern versuche man dieser Entwicklung durch hinreichende Variabilitét in den Aufgabenstellungen
zentraler Prifungen gezielt entgegenzuwirken.
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mehr Kulturtechniken, wie das handische Ableiten oder das Lésen von Gleichungen, be-
herrscht werden muissen. Innovationsfreudige Lehrkréfte bemangeln, dass die Weiterent-
wicklung der Aufgabenkultur nicht weit genug geht und neuere Aspekte — z. B. die Anwen-
dungsorientierung — noch viel starker in den Mittelpunkt gerlickt werden missen. ,Echte An-
wendungen auch in Klausuren*®ist eine populdre Forderung in diesem Zusammenhang.

Die Positionen treffen sich jedoch in einem Punkt: Schiiler’ sollen Mathematik betreiben
und das, was sie tun, verstehen. Deswegen md&chten wir unsere Ausfihrungen auf diese
Forderung lenken.

Wir haben in diesem Buch Vorschldge gesammelt, mit denen das Verstehen der Analysis
unterstltzt werden kann. Was dieses Buch nicht leisten kann, ist eine ausfihrliche Darstel-
lung didaktischer Konzepte zum Unterrichten der Analysis. Dazu verweisen wir auf
Danckwerts & Vogel (2006), Tietze et al (2000) sowie auf das bald erscheinende, didaktisch
ausgerichtete Fachbuch von Biichter® & Henn (2010). Wir widmen uns hier einer Kernfrage,
die sich durch alle Beispiele in diesem Buch zieht: Inwiefern kann der Einsatz digitaler Werk-
zeuge Schiiler unterstlitzen, ein addquates Verstdndnis der Analysis — in diesem ersten
Band speziell der Differenzialrechnung — zu entwickeln? Doch vorab:

Was bedeutet Verstehensorientierung
in der Differenzialrechnung?

~,ES gibt viele Menschen, die sich einbilden, was sie erfahren, verstiinden
sie auch.” (Johann Wolfgang von Goethe)

.Haben das alle verstanden?“ Eine Frage, die zum Ende einer Stunde nur allzu leicht Uber
die Lippen kommt. Tatsachlich haben wir uns aber mit ,Verstehen® eine Vokabel ausgesucht,
die nur schwer zu fassen ist. Ein ,Ja“ als Antwort ist sicher kein Garant fiir ein angemesse-
nes Verstehen.

Anndherung uiber Beispiele

Wir ndhern uns dem Begriff Verstehensorientierung deswegen induktiv, anhand von Beispie-
len: Was wirden wir uns als Antwort auf die Frage ,,Was bedeutet der Begriff Ableitung? Er-
ldutere!” von einem Schiler am Ende seiner schulischen Laufbahn wiinschen? Hier eine
Auswahl méglicher Antworten:

e Bei x’ muss man z. B. die 3 nach vorne schreiben und dann oben eins weniger, also
2.

e Die Ableitung ist die Steigung einer Funktion an jeder Stelle.

e Wenn man mit dem Auto fahrt und auf den Tacho schaut, dann ist das, was der Ta-
cho anzeigt, die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion des Autos.

o Um auf die Ableitung an einer Stelle zu kommen, kann man sich vorstellen, dass man
ganz nah an den Graphen geht. Dann ist er fast gerade und man kann die Steigung
bestimmen. Das ist dann die Ableitung an dieser Stelle.

e Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle ist ihre lokale Anderungsrate.

¢ Wenn man an einem Graphen eine Tangente anlegt, dann ist die Steigung der Tan-
gente die Ableitung an der Stelle.

e Wenn aus einem Tank Wasser |auft, dann gibt die Ableitung der Wassermenge im
Tank in Abhangigkeit von der Zeit an, welche Wassermenge pro Zeiteinheit der Tank
momentan verliert.

e Man stellt sich einen glatten Graphen vor und nimmt einen Punkt, an dem man die
Ableitung bestimmen mdchte. Dann konstruiert man eine Sekante durch diesen und

® An dieser und vergleichbaren Stellen sind stets beide Geschlechter, hier also Schiilerinnen und Schiiler, ge-
meint.
* Wir danken Andreas Biichter fiir die kritische Durchsicht dieses Artikels und die konstruktiven Ruckmeldungen.
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einen weiteren Punkt auf dem Graphen und fiihrt diese sehr, sehr nah zueinander. Im
Grenzfall ist die Steigung der Sekante die Steigung der Tangente in dem Punkt, de-
ren Steigung ist dann die Ableitung an dieser Stelle.

[ ]

Reflexionsiibung 1: Bringen Sie die (Schiiler-) Antworten oben in eine fiir Sie stimmige
Reihenfolge oder Klassifizierung. Beginnen Sie mit Antworten, die Sie als ,wichtig fir das
Verstehen® einstufen und schlieen Sie |lhre Liste mit Antworten, die Sie als fiir das Ver-
stehen eher unwichtig” einschatzen. Entspricht lhre Gewichtung auch der Schwerpunkt-
setzung in lhrem Unterricht?

Unser Wunsch ist, dass ein Schiler alle Antworten, also auch die eher formalen, geben
kann. Verstehensorientierter Mathematikunterricht hilft Lernenden, mathematische
Begriffe auf ein breites Fundament zu stellen. Ziel ist es also, dass Lernende tragfahige
und vielfaltige Vorstellungen mathematischer Begriffe entwickeln”®.

Die tragende Rolle der Erstbegegnung

Der zuvor vorgestellte Ansatz leuchtet sicher ein: Betrachtet man einen Gegenstand aus
verschiedenen Perspektiven, so lernt man ihn immer besser kennen. Hervorzuheben ist je-
doch die erste Begegnung mit einem Gegenstand, da sie die Begriffsbildung besonders
pragt. Es ist vorteilhaft, wenn man wahrend der gesamten Unterrichtsreihe immer wieder auf
die erste Begegnung zurickgreifen kann. Wir méchten das als ein zweites Charakteristikum
verstehensorientierten Mathematikunterrichts festhalten: Im verstehensorientierten Ma-
thematikunterricht werden zur Einfiihrung Zugénge gewihlt, die besonders tragfahig
sind und Fehlvorstellungen vermeiden.

Wir illustrieren das an einem Beispiel: Traditionell wird die Ableitung an einer Stelle durch
das Tangentenproblem eingefiihrt. Eine erste Verstehenshirde bietet der Begriff Tangente
selbst: Die Erweiterung der Vorstellung zu einer lokalen Schmiegegerade muss erst aufge-
baut werden. Ist das geleistet, haben Schuler meist keine Schwierigkeiten Tangenten (z. B.
in Form eines Lineals) an Graphen zu legen. Exakte Beschreibungen stellen jedoch auch
langfristig HUrden dar. Formulierungen wie ,die Tangente beriihrt nur in einem Punkt* sind
sichere Zeichen fir wenig tragfahige Vorstellungen der Schiiler.

Kniffelig ist bei diesem Zugang vor allem der Ubergang von der Sekante zur Tangente:

Abb. 1: Ubergang von der Sekante zur Tangente

Reflexionsiibung 2: Erlautern Sie Abb. 1, also den Ubergang von der Sekante zur Tan-
gente mit eigenen Worten. Formulieren Sie anschlieflend eine Beschreibung, wie Sie sie
typischerweise von einem Schiiler erwarten wirden.

® In diesem Beitrag wird die Bildung von Begriffen, also die Begriffsbildung, mehrfach angesprochen. Wir verste-
hen unter Begriffsbildung einen aktiven, nach innen gerichteten (also nicht beobachtbaren) kognitiven Struktu-
rierungsprozess mit dem Ziel, vielfaltige und tragfédhige mentale Représentationen aufzubauen. Das Wort ,Be-
griff* wird oft missverstandlich gebraucht. Fordert man z. B. eine korrekte Fachsprache ein, so geht es weniger
um die Verwendung der richtigen Begriffe, als um die Verwendung geeigneter, normierter Bezeichnungen.

© T° 2009 Differenzialrechnung mit neuen Medien verstehensorientiert unterrichten 7



Einer der Autoren konnte als Fachleiter mehrfach beobachten, dass Schuler den Grenzlber-
gang wie folgt (oder sehr dhnlich) beschrieben: ,Die Punkte laufen immer weiter aufeinander
zu. Wenn sie dann aufeinanderliegen, hat man die Tangente.“ Dieses Phdnomen wird auch
in der Literatur beschrieben. Danckwerts & Vogel (2006, 48) ziehen daraus das folgende
Fazit: ,Das Verfahren der Anndherung durch Sekanten und der intendierte Tangentenbegriff
stehen unverbunden nebeneinander.

Auch in der Formalisierung liegt diese Fehlvorstellung nah; exemplarisch bestimmen wir die
Steigung der Tangenten an den Graphen von x° an der Stelle 1 mit der h-Methode:

13—(1—h)3_”m 1—(1-3h+3h2%-h%)
=

il - | p— . 2
r=jm, = lm(3-amh’)
Jetzt kann man h =0 einsetzen und erhélt f(1) = 3. Stopp! Einsetzen? Eine Sekante ist
durch zwei Punkte definiert. Am Ende dann nur noch durch einen? Das widerspricht sich. Wir
mdchten deutlich hervorheben, dass die hier vorgestellte h-Methode durchaus ihre Berechti-
gung hat (z. B. um die Ableitungsregeln zu begriinden). Fir eine erste Begegnung erscheint

dieser Zugang jedoch zumindest diskussionswiirdig.

Vorschlage zur Umgehung dieser Schwierigkeiten finden sich in den Beitrdgen ,Bewegung-
Geschwindigkeit* (von Franz Schldglhofer) und ,Eine Verfolgungsjagd‘ (von Andreas Pal-
lack). Schiler ermitteln Momentangeschwindigkeiten, indem sie mittlere Geschwindigkeiten
immer genauer werdend bestimmen®. Sie wenden also ein numerisches Verfahren an. Die
Aufgabe in ,Eine Verfolgungsjagd‘ ist so konstruiert, dass dieses numerische Verfahren (das
von der Technologie auch in graphischer Form ausgefiihrt werden kann) nicht ausreicht, um
z. B. die Frage ,Bleibt der Wagen noch einmal stehen?“ angemessen zu beantworten.

Die zweite Zeile der untenstehenden Tabelle (in Anlehnung an Danckwerts & Vogel 2006,
57) beschreibt den von uns gewahlten Weg. Von links nach rechts gelesen bildet sie eine
mdgliche unterrichtliche Progression ab. Nicht enthalten ist der qualitative Umgang mit ma-
thematischen Objekten wie Tabellen oder Graphen und das damit verbundene qualitative
Ableiten.

Beschreibungsebene algebraisch | analytisch

mittlere Geschwindigkeit

zum Zeitpunkt zuriickgelegter im Zeitintervall [xo.x] - momentane
Xo zurlick- = Weg in der Zeit S 0 - Geschwindigkeit zum
: . (durchschnittliche : .
gelegter Weg : von Xp bis x : Geschwindiakeit Zeitpunkt xo
kontextgebunden ...~~~ - A g) ______ .
Bestand zum absoluter Relativer Zuwachs im momentane Ande-
Zeitounkt xo Zuwachs inder Zeitintervall [xo,X] : rungsrate zum Zeit-
P 0 I Zeitvonxobisx : (mittlere Anderungsrate) - punkt Xo
------------------'-----.--------------------------------------------Ji ________________________
kontextunabhéngig Funktionswert | FEJ:E;?\E\/\;{;” i Differenzenquotient i Ableitung
: : fx) — fix,) oo T~ fix,)
symbolisch f(xo) : f(x) — f(xo) : _— + f(x)=lim
: : X —X . %X — X
Tab. 1

® Der (Anwendungs-) Kontext ,Bewegung® ist auch historisch legitimiert: Es waren Fragen der Beschreibung von
Bewegungen, welche einen der Begriinder der Analysis antrieb, seine Theorie zu entwickeln.

8 Differenzialrechnung mit neuen Medien verstehensorientiert unterrichten © T° 2009



Betonung des Prozesscharakters

Die in Unterricht investierte Energie wird sich nur auszahlen, wenn Schiler bereit sind, die
Prozesse mitzugestalten und die Begriffe der Differenzialrechnung mit zu entdecken. Eine
,Gib-mir-die-Formel-Haltung‘ wirkt einer angemessenen Verstehensorientierung kontrapro-
duktiv entgegen — auch wenn gerade junge Lehrer immer wieder betonen, dass die Schiler
genau das einfordern. Verstehensorientierten Mathematikunterricht zeichnet ein durch-
gehender Prozesscharakter aus. Dieser Prozesscharakter muss sich auch im Umgang mit
den Schulern wiederfinden: Nicht der sichere Umgang mit dem Produkt des Unterrichts (z. B.
dem Ableitungskalkil) darf die grélte Wertschatzung erfahren, sondern der versténdige
Umgang mit mathematischen Begriffen (z. B. dem Ableitungsbegriff) sowie die Kenntnis ihrer
Genese (z. B. Ableitung als Idee des Ubergangs von der mittleren zur lokalen Anderungsra-
te). Diese Wertschatzung muss sich auch in Klausuren und Priifungen wiederfinden.

Im verstehensorientierten Mathematikunterricht stehen Semantik (die Bedeutungsleh-
re) und Syntaktik (die Lehre der formalen Verkniipfungen) in einem angemessenen
und beziehungshaltigen Verhiltnis zueinander.

Der Beitrag von Benno Grabinger in diesem Buch versucht eine solche Briicke zu schlagen.
Formeln (z. B. die Formeln fur Kreisumfang und die Kreisfldche), die den Schilern bereits
aus dem vorhergehenden Unterricht bekannt sind, werden neu beleuchtet. Dazu muss der
Prozess des Bestimmens von Ableitungen neu durchdacht werden.

Reflexionsiibung 3: Stark algorithmisch gepragt und von syntaktischen Regeln dominiert
ist das Gleichungslésen von Hand. Welche inhaltliche Vorstellung sollen lhre Schiiler von
diesen Regeln haben?

Qualitatives Ableiten

Ein Weg, um Kalkulorientierung zu reduzieren, ist die qualitative Behandlung der Analysis;
hier das numerische und graphische Ableiten. Lernende operieren dabei mit Tabellen oder
Graphen und nicht mit Funktionstermen. Da diese Art des Umgangs mit Funktionen bereits
seit langem Einzug in Schulblicher gefunden hat, verzichten wir auf vertiefende Ausfiihrun-
gen. Hinweisen méchten wir jedoch auf das Spannungsfeld zwischen ,qualitativer Analysis’
und ,exakter Analysis":

Das Operieren mit Tabellen und Graphen erlaubt in der Regel keinen Ruckgriff auf das Ope-
rieren mit Funktionstermen. Es bleibt bei rein ndherungsweisen Verfahren, wahrend Kalkile
auf der Basis von Funktionstermen exakt arbeiten.

Die qualitative Analysis ist hochgradig semantisch: Jeder Schritt (z. B. das Anlegen einer
Tangente an den Graphen, das Messen der Steigung) ist — wie auch beim Abarbeiten eines
Kalkils — bedeutungsvoll. Beim qualitativen Arbeiten gibt es jedoch eine weitere Besonder-
heit: Handlung und Bedeutung stehen in einer engen Beziehung zueinander. Diese enge
Beziehung lasst sich auflésen, indem man Berechnungen — wie z. B. das Bestimmen von
Differenzenquotienten — automatisiert und damit zu einer syntaktisch gepragten Tatigkeit
Uberfuhrt.

Semantisch dominierte Konzepte kénnen Schiler in der Regel mit eigenen Worten gut be-
schreiben. Den syntaktisch geprégten Kalkilen der Differenzialrechnung sieht man ihre
Bedeutung kaum noch an (man stelle sich z. B. die Regel zum Ableiten von x" vor). Ohne ein
Mindestmal’ an sprachlicher Exaktheit verrennt man sich leicht. lllustrierend fiihre man sich
vor Augen, wie schwierig das Verfassen eines Kriteriums zur Konvergenz von Folgen ist’.

" Siehe dazu auch den Beitrag ,Einfiihrung in den Umgang mit Grenzwerten'in diesem Buch.
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Wir halten alle Aspekte, ndmlich semantisch-syntaktisch sowie ndherungsweise-exakt, fir
wichtig und leiten daraus ein weiteres Merkmal verstehensorientierten Mathematikunterrichts
ab: Verstehensorientierter Mathematikunterricht schlagt Briicken zwischen Semantik
und Syntaktik sowie zwischen exaktem und ndherungsweisem Arbeiten.

Reflexionsiibung 4: Stellen Sie sich vor: Ein Schiler wendet die Produktregel in der fol-
genden Art an: Er leitet ein Produkt ab, indem er die beiden Faktoren separat ableitet und
die Ergebnisse wieder miteinander multipliziert. Fiihren Sie ein nicht rein formales Argu-
ment an, das den Schiler zu der Einsicht fihren kénnte, dass seine Rechnung fehlerhaft
ist.

Begriffsfelder: Eine Hilfe zur Unterrichtsplanung

Eine wichtige Aufgabe des Lehrers in einem verstehensorientierten Mathematikunterricht ist
es, die Lernumgebungen so zu gestalten, dass Schiiler nachhaltig Verbindungen zwischen
verschiedenen Facetten eines Begriffs aufbauen kénnen. Die folgende Abbildung — wir nen-
nen diese Art der Darstellung im Weiteren Begriffsfeld, da wir versuchen verschiedene Fa-
cetten von Begriffen und ihre Verflechtungen miteinander zu erfassen — visualisiert die zuvor
herausgearbeiteten Spannungsfelder.

exakt
' Y
Armpanden dor Ableitungan mil Hilfe
Idea dar momantanan von Ableitungsragain
Anderungsrale bestimmean
] ]
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= =
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o [e]
L] T
Ableitungen qualitativ aulomaltisiertes Barechnen
bestimmen von Differenzenquotenien

= ol
naherungsweise

Abb. 2: Die , Tétigkeit Ableiten“ und die mit ihr verwobenen
Vorstellungen zum Ableitungsbegriff angeordnet in einem Begriffsfeld

Wir bieten in diesem Buch zum Ableitungsbegriff mehrere Beispiele an, die unterschiedliche
Sichtweisen reprasentieren: Der Beitrag von Ewald Bichler widmet sich der Idee der Appro-
ximation; einem alternativen bzw. ergédnzendem Konzept zur Ableitung als Idee der lokalen
Anderungsrate, wie sie Franz Schléglhofer in seinem Beitrag vorstellt. Der Beitrag von Hu-
bert Langlotz, Wolfgang Moldenhauer und Josef Béhm zeigt, dass die exakten Methoden
des Ableitungskalkiils bereits in Uberschaubaren Situationen nicht mehr ausreichen, um
Probleme umfassend zu behandeln und liefert damit ein authentisches Beispiel zur Anwen-
dung numerischer Verfahren. Im Beitrag ,Eine Verfolgungsjagd’ von Andreas Pallack und
dem Beitrag ,Steigung und Ableitungsfunktion‘ von Wilfried Zappe ist das ,graphische Ablei-
ten® jeweils fest verankert.

Wir méchten im Folgenden das Modell des Begriffsfeldes zum (heuristischen) Instrument zur
Planung von Unterricht ausbauen. Wie jedes Modell bilden auch Begriffsfelder nur einen Teil
der Wirklichkeit ab und lenken den Blick des Betrachters. Das Modell lieRe sich zwar in viel-
féltigen Zusammenhé&ngen nutzen, jedoch bietet es sich nicht immer an: Die Analysis ist
wohl ein besonders (iberzeugendes Beispiel aus dem Bereich Funktionen, das auf exakte
Methoden nicht verzichten kann.
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Reflexionsiibung 5: Ordnen Sie die Schilerantworten aus dem Abschnitt ,Was bedeutet
Verstehensorientierung in der Differenzialrechnung?“ in einem Begriffsfeld an.

Um Tétigkeiten, Antworten usw. in einem Begriffsfeld verorten zu kénnen, mussen ihnen
Intentionen zugeschrieben werden: Mit welchem Ziel wird eine Téatigkeit ausgefuhrt? Was ist
mit der Antwort gemeint? ...

Diese Intentionen sind héchst individuell: Z. B. weil nur die Lehrkraft, ob die Schiiler eines
Kurses mit dem Differenzenquotienten eine Bedeutung verbinden oder nicht. Die Téatigkeit
.berechnen des Differenzenquotienten” kénnte also von verschiedenen Lehrern unterschied-
lichen Bereichen eines Begriffsfeldes zur Ableitung zugeordnet werden.

Wir empfehlen deswegen stets von einem leeren Feld auszugehen, dem man im ersten
Schritt einen (Ober-)Begriff zuordnet, das mit dem Lehrziel korrespondiert. Im zweiten Schritt
wahlt man dann eine Aufgabe und assoziiert Tatigkeiten der Schuiler, die man im Begriffsfeld
anordnet. Leitend sollte dabei die Frage sein, welche Facette des Begriffs jeweils besonders
betont werden soll. Im letzten Schritt folgt die Uberlegung, wie man die Quadranten des Be-
griffsfeldes miteinander in Beziehung setzen méchte.

Ein haufiger Kritikpunkt bei Einsatz dieses (doch recht neuen) Konzeptes ist, dass man Ei-
genschaften trennt, die eigentlich zusammen gehdren: Es sollte keine Syntaktik ohne Se-
mantik geben und auch exaktes und ndherungsweises Arbeiten sollten sich ergdnzen. Dem
stimmen wir weitgehend zu. Jedoch macht es trotzdem Sinn, die Spannungsfelder aufzuzei-
gen und zu pointieren. Sichtweisen hinterfragen oder auch betonen kann man aber nur,
wenn man in der Lage ist, die Perspektive zu wechseln. Dabei kénnen Begriffsfelder helfen.

Verstehensorientierung: Ein offenes Konzept

Wir haben in den vorangehenden Abschnitten versucht, den Begriff Verstehensorientierung
mit Blick auf die Differenzialrechnung auszuschérfen. Dabei haben wir die folgenden Aspekte
hervorgehoben:

o Verstehensorientierter Mathematikunterricht hilft Lernenden, mathematische Begriffe
auf ein breites Fundament zu stellen.

¢ Im verstehensorientierten Mathematikunterricht werden zur Einfihrung Zugénge ge-
wahlt, die besonders tragfahig sind und Fehlvorstellungen vermeiden.

o Verstehensorientierten Mathematikunterricht zeichnet ein durchgehender Prozess-
charakter aus.

o Verstehensorientierter Mathematikunterricht schlagt Briicken zwischen Semantik und
Syntaktik sowie zwischen exaktem und nadherungsweisem Arbeiten.

Viele dieser Aspekte werden schon lange von Lehrern beherzigt, so dass sich natirlich die
Frage aufdrangt, ob man nicht schon immer verstehensorientiert unterrichtet hat. Vorab: Gu-
ten Unterricht gab es schon immer und neue Konzepte alleine machen Unterricht nicht bes-
ser. Deswegen méchten wir Verstehensorientierung nicht als Schlachtruf benutzen, den man
— ahnlich wie es mit dem Kompetenzbegriff heutzutage ist — einwirft, um modern zu wirken.
Unterricht wird nur gut durch die Lehrer, die ihn erteilen und dafir ist dieses Konzept auch
gedacht: Es kann |hnen als Lehrer helfen, Ihre Unterrichtsplanung, -durchfihrung und
-auswertung in einem anderen Licht zu sehen und neu zu reflektieren.

Wir halten fest: Verstehensorientierung® ist kein neues Konzept. Viele Lehrer beherzigen
diese Aspekte schon lange. Wir sehen Verstehensorientierung als offenes Konzept, das
jeder fur sich nutzen und weiterentwickeln kann. Unsere Merkmale spannen dazu einen gro-
ben Rahmen, in dem eigener Unterricht verortet und auch ausgerichtet werden kann.

& Wir haben bewusst auf die Verwendung des Begriffs ,Verstandnisorientierung® verzichtet, da dieser durch diver-
se wissenschaftliche Untersuchungen belegt ist. Insbesondere in Forschungen zum naturwissenschaftlichen
Unterricht versucht man den Grad der Verstandnisorientierung zu messen. Das ist nicht unser Anspruch.
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Die Rolle von Kontexten im verstehensorientierten
Mathematikunterricht zur Differenzialrechnung

Anwendungen sind das Salz in der Suppe: Sie schlagen Briicken zwischen der Welt, die uns
umgibt, und der Mathematik. Auf der anderen Seite versalzen sie die Suppe auch manchmal
gehorig: Anwendungsorientierte Fragestellungen bedirfen nur selten einer exakten Analysis.
Wir illustrieren das mit einem Beispiel.

Ein Kasten maximalen Volumens gebaut aus einem DIN A4-Blatt

Aufgabe 3: Aus einem DIN A4-Blatt soll ein rechteckiger Kasten gebaut werden, der még-
lichst viele Kligelchen fasst (siehe Abb. 3).

Foto: Andreas Pallack (2009)

Abb. 3: Mit Kligelchen beflllter Kasten, hergestellt aus einem DIN A4-Blatt

So ein Kasten ist recht leicht zu bauen:

Abb. 4: Plan, um einen Kasten aus einem DIN A4-Blatt bauen

Nimmt man 110 g-Papier und fixiert die Seiten mit Biroklammern, kommt man schnell zu
einem Kasten, der sich komfortabel beflllen I&sst. Genau der Kasten ist optimal, der die
meisten Kugeln fasst, der also am Ende die gréfite Masse auf die Waage bringt.

Um diese Aufgabe zu I6sen, ist eine Einsicht gewinnbringend: Das Volumen berechnet sich
aus dem Produkt von Breite, Tiefe und H6he des Kastens, die in diesem Fall voneinander
abhéngen. Mit dieser Einsicht lieRe sich die Aufgabe bereits durch eine geometrische Kons-
truktion I6sen. Die Abhangigkeit I&sst sich aber auch algebraisch erfassen: Das Volumen
ergibt sich aus der H6he des Kastens (h) multipliziert mit der Breite des Blattes vermindert
um 2h, multipliziert mit der Ladnge des Blattes, ebenfalls vermindert um 2h:
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V(h) = h-(210 mm — 2h)-(297 mm — 2h)

Ein lokales Maximum dieser Funktion lasst sich mit einer Tabellenkalkulation ndherungswei-
se gut finden:

1.1 BOG AUTO REELL L]
NE, EI o i3 A
C SR 10-27 i
4 40 1128400
E 30| 1066500
6 as| 1117800
7 30| 1127412
'ﬂ a1 1128320 u
B |v:='h-(210-2-'h)-(297-2-'h)

Abb. 5: Lésen des Problems mit Hilfe einer Tabellenkalkulation (Lists & Spreadsheet)

Die Systematik des hier gezeigten Vorgehens offenbart sich erst auf den zweiten Blick: In
Spalte A werden mdégliche Hohen eingegeben, in Spalte B steht die Formel, mit der das Vo-
lumen (in Kubikmillimetern) berechnet wird. Vorab mache man sich klar, dass man das Blatt
maximal auf einen Millimeter genau falten kann. Das bedeutet, dass wir keine Nachkomma-
stellen berlcksichtigen mussen. Man probiert entsprechend einige plausible Zahlen aus; im
ersten Zugang Zehnerschritte. Dabei findet man heraus, dass das Volumen fir eine Héhe
von 40 mm maximal wird. Nun verfeinert man: Bei 45 mm wird das Volumen wieder Kleiner.
Sollte 40 mm bereits das Maximum sein? Die Eingabe von 39 mm und 41 mm bestatigt die-
se Vermutung. Alternativ hatte man auch schlicht H6hen von 0 mm bis ... in Spalte A eintra-
gen kédnnen, um anschlieend das Maximum herauszusuchen.

Nun mag es Menschen geben, die Papier mit noch gréRerer Prézision falten kénnen. Evil.
auf zehntel Millimeter®. In der Tabellenkalkulation kénnte man die Suche nun noch weiter
verfeinern. Wir schauen uns alternativ den Graphen von V an, um eine gréRere Genauigkeit
zu erhalten:

| 1.1 I 1.2 BOG AUTO REELL i

1.i9%+6 ¥

(40.4,1.13e+6 )

1E+5 ,

1.1 16716 \/1‘56'
»

Abb. 6: Graph des Volumens in Abhangigkeit von der Héhe (Graphs & Geometry)

Man erhalt h = 40,4 mm als Lésung. Spatestens an dieser Stelle muss das Problem aber als
gel6st betrachtet werden: Weder unser Messverfahren (das Einflllen von Kigelchen) noch
das Herstellungsverfahren des Kastens (Falten des Papiers) erlauben eine grofiere Ge-
nauigkeit. Eine groRere Genauigkeit hat hier keine praktische Relevanz.

® Man beachte dazu aus der Sicht praktischer Erwagungen die Volumenunterschiede bei 39 mm, 40 mm und
41 mm in Abb. 5.
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Diese Feststellung kann man prinzipiell bei jedem Anwendungsproblem treffen: Nach der
Mathematisierung reichen numerische Verfahren aus, um das Problem sachangemessen zu
I6sen. Motivationsversuche wie ,Mathematiker wollen es doch immer ganz exakt haben!*
oder ,Aber das ist ja keine mathematische Ldésung!“ werden Schiler in der Regel nicht be-
geistern, nun auch noch (zusétzlich) Kalkile anzuwenden.

Man bekommt diese Schwierigkeit in den Griff, wenn man sich vom konkreten Problem |6st
und es erweitert oder variiert:

Vorschlag 1: ,Sie haben jetzt eine Lésung flir einen Kasten gefunden, der aus einem DIN
A4 Blatt gebaut wurde. Wie misste man denn ein DIN A3, DIN A2, ... Blatt falten, um daraus
einen moglichst volumenreichen Kasten zu bauen?*

VergroRert man die AusmaRe der zuvor gefunden Schachtel nur'® maRstabsgetreu, verviel-
fachen sich auch die méglichen Fehler der ndherungsweisen Lésung. Man kann die gestellte
Frage nur umfassend beantworten, wenn man fiir eine ,Modellschachtel“ einmal eine exakte
Lésung ermittelt hat. Geschickt inszeniert (z. B. ,Stellen Sie sich ein DIN-Blatt vor, das
Deutschland abdecken kénnte. Wie misste man das falten, um ...“) wird die Intention dieses
Vorgehens fur Schiler transparent und somit nachvollziehbar.

Vorschlag 2: ,Diesen Spezialfall konnte man gut I16sen. Stellen Sie sich bitte jetzt vor, dass
man das DIN A4-Blatt kiirzt, sagen wir um k mm. Wie muss man dann die Héhe wahlen, um
einen Kasten mit méglichst grolem Volumen zu erhalten?”

Im ersten Schritt kénnte man wieder einen Spezialfall betrachten (z. B. man kiirzt das Blatt
um 1 cm), um das Problem besser zu verstehen. Spatestens im nachsten Schritt sollte man
sich aber der allgemeinen L&sung widmen. Diese ist etwas aufwandiger als die des ur-
springlichen Problems, weswegen sich der Einsatz einer geeigneten Technologie anbietet.

Die geplanten Téatigkeiten lassen sich in einem Begriffsfeld (hier rund um den Begriff Ex-
tremwert) anordnen. Die Vorschlage zur Erweiterung der Aufgabe schaffen die gewlinschten
Verbindungen der Quadranten.
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Abb. 7: Kontexte verbinden Bereiche des Begriffsfelds

'° Die Idee, dass ein Ahnlichkeitsargument angebracht werden kann, ist dafiir zentral.
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Miissen Kontexte realistisch und authentisch sein?

Der hier vorgestellte Anwendungskontext ,,das Kastenproblem*® ist — das geben wir gerne zu
— wenig realistisch: Kasten aus Papier baut man fiir gewdhnlich nur in der Schule. Auf der
Suche nach alternativen Kontexten kommt man dann schnell auf die Milchtiite oder die Op-
timierung einer Dose. Durchdenkt man diese Probleme allerdings so weit, dass sie keine
Karikatur mehr ihrer selbst sind"’', nehmen selbige eine extreme Komplexitat an. Beriicksich-
tigt man noch andere Aspekte auler der Maximierung des Volumens, z. B. die Tatsache,
dass Wirstchen oder Spargel bestimmte Dosenformen benétigen, dass Dosen auf Paletten
mit festgelegten Malien gestapelt werden und dass die Stabilitdt von Dosen auch eine wich-
tige Determinante ist, kommt man schnell zu Gberbestimmten Systemen — der Anwender
muss sich dann entscheiden, welche Eigenschaften fur ihn besonders wichtig sind, da sich
nicht alle Bedingungen gleichzeitig optimieren lassen. Naturlich sollte man solche Probleme
auch im Unterricht behandeln und auch ihre Komplexitat ansprechen; jedoch muss man sich
wohl auf einige wenige besonders interessante Probleme konzentrieren. Was Fragestellun-
gen wie das Kastenproblem bieten, ist die Mdglichkeit, Losungsstrategien in Gberschaubaren
Situationen zu erproben und Prozesse — wie das Modellieren — zu Uben.

Das vorgestellte Problem ist ausbaufahig. So kénnte man sich z. B. im nachsten Schritt fra-
gen, wie der Kasten maximalen Volumens wohl ausséhe, wenn es erlaubt wére, zu schnei-
den und zu kleben. Gut inszeniert (z. B. in Form eines Wettbewerbs unter den Schilern:
~Wer plant und baut die gréfite Schachtel?“) entfalten auch solche Probleme ihre Wirkung
und spornen zu aullergewohnlichen Ideen und damit auch zu auRergewdhnlichen Leistun-
gen an. In einem weiteren Schritt kénnte man die Bedingung, dass es sich um einen recht-
eckigen Kasten handelt, autheben. Nach und nach kommt man so wieder zu Fragestellun-
gen, die durchaus relevant und auch realistisch sind; ist z. B. der Papierbedarf bei einer
achteckigen Verpackung grundsétzlich geringer als bei einer rechteckigen?

Foto: Andreas Pallack (2009)

Abb. 8: Eine achteckige Verpackung

Kontexte kénnen in der Analysis unterschiedliche Funktionen haben: Sie kénnen ein Prob-
lem vorstellbar machen. Nahezu jeder Schiler kann sich z. B. unter der Geschwindigkeit
eines Autos etwas vorstellen und das wahrscheinlich auch zum zurlickgelegten Weg in Be-
ziehung setzen. Grundideen der Analysis kdnnen so leichter transportiert werden. Dariiber
hinaus sollen Kontexte aber auch der WelterschlieBung dienen. Um mit Winter (1995)
zu sprechen, Kontexte sollen helfen: ,Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen
oder angehen sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzu-
nehmen und zu verstehen.“ Mehreren Anspriichen gleichermalen gerecht zu werden ist nur
schwer mdglich. Wie ein Kontext gestaltet oder eingesetzt wird, sollte primér vom verfolgten
Ziel — also von der Intention — abhangig gemacht werden.

"Gemeint ist, dass Milchtlten z. B. Klebekanten benétigen oder dass Dosen an den Enden gefalzt werden mus-
sen, um sie sicher verschlieen zu kénnen.
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Unsere Auffassung von Authentizitdt deckt sich weitgehend mit der von Blchter & Leuders
(2005, 86: ,Mathematikaufgaben sind authentisch, wenn sie Schiilerinnen und Schiler zu
mathematischen Tétigkeiten anregen, die typisch fiir die Entstehung und Anwendung von
Mathematik sind.), womit wir zurlick zu unserer Ausgangsfrage kommen: Missen Kontexte
realistisch und authentisch sein? Wir sehen eine Kluft zwischen den Eigenschaften realis-
tisch, was auf Dauer kaum durchhaltbar ist und oft auch wenig sinnvoll erscheint, und au-
thentisch, was sicher wiinschenswert und meist auch notwendig ist.

Entsprechend ist unsere Schlussfolgerung, dass Kontexte in der Differenzialrechnung so
authentisch wie nétig und so realistisch wie méglich sein sollten. Der Beitrag ,Claimge-
schichten‘ von Hubert Langlotz steht exemplarisch fiir eine Reihe von Beispielen, die reali-
tatsfern sind und doch authentische Mathematik enthalten. Das Beispiel hat dartber hinaus
den Charme, dass es auch mit elementaren Methoden exakt bearbeitet werden kann. Vor-
schldge, um sehr nah an die Realitdt zu kommen, findet man im Beitrag ,Bewegung-
Geschwindigkeit von Franz Schléglhofer.

Alles ist Anwendung: Uber falsch verstandene Kontextorientierung

Falsch verstandene Kontextorientierung gaukelt Schiilern z. B. vor, sie hatten es bei Einklei-
dungen (prominente Beispiele sind Rutschen, Eier oder Autobahntrassen, die mit Funktions-
graphen beschrieben werden; aber auch Aufgabe 2 und 3 in diesem Beitrag) mit echten An-
wendungen zu tun. Um Missverstandnissen vorzubeugen: Trotzdem ist es sinnvoll, solche
Aufgaben zu behandeln. Tats&chlich helfen solche Modelle — allerdings in anderer Form und
anderer Komplexitat — auch reale Probleme zu I6sen. Allerdings sollte man damit im Unter-
richt ehrlich umgehen und Schiilern auch klar die Grenzen des behandelten Modells vor Au-
gen fUhren. Der Anspruch, in der Differenzialrechnung ausschlielich realistische Kontexte
zu behandeln, ist nicht durchhaltbar und geht zu Lasten der Authentizitat. Es handelt sich um
eine weitere Art falsch verstandener Kontextorientierung: Andauernde Uberfrachtung des
Unterrichts mit der Komplexitat der Realitat lenkt von den eigentlichen mathematischen Kon-
zepten ab. Die notwendige Authentizitét ist dann nur schwer zu wahren. Die mit Kontexten
verfolgten Ziele sollten sich dem zentralen Ziel unterordnen: Schilern zu helfen, Mathematik
zu verstehen.

Die Rolle digitaler Werkzeuge im verstehensorientierten
Mathematikunterricht zur Differenzialrechnung

Wir konzentrieren uns in diesem Abschnitt auf die TI-Nspire™ Technologie und die mit ihr
bereit gestellten digitalen Werkzeuge. Sie sind gebilindelt in Applikationen, die wir hier mit
ihren Funktionalitaten kurz vorstellen:

Calculator:

In dieser Applikation kénnen Rechnungen durchgefihrt werden. In der CAS-Variante von TI-
Nspire™ stehen auch Werkzeuge zum exakten Operieren mit Termen zur Verfigung.

1.1 BOG AUTO REELL L

mean($2,7,5,9,4,3,2,6,4}) 14 &
3
Wali=p-(210-2:2)-(207-2-4) Fertig

solve(;—h(v(h )=D,h)

% Wrrri-1s0) {7771 4169

1 —
or ii=
2

Abb. 9: Die Applikation Calculator
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Graphs & Geometry:

Diese Applikation vereint einen Funktionenplotter mit dynamischer Geometriesoftware. Dabei
kann man wahlen zwischen einer Ansicht, in der man sowohl mit Funktionen wie auch mit
geometrischen Objekten (hier einer Tangente) arbeiten kann oder einer Geometrieansicht.

1.1 BOG AUTO REELL L

se+6 1Y

(40.4,1.13e4+6 )

2E+5

X

-39.62 | 20 \/ 260.38

»
Abb. 10: Die Applikation Graphs & Geometry

Lists & Spreadsheet:
Neben den ublichen Mdglichkeiten einer Tabellenkalkulation (wie dem Verknipfen von Zel-
len durch Formeln) bietet diese Applikation auch die Mdglichkeit mit Listen zu operieren.

1.1 BOG AUTO REELL L]
B, EI i3 A
C SR 10-27 i
4 40] 1128400
I? 30| 1066500
6 as| 1117800
7 30| 1127412
'ﬂ a1 1128320 u
B |v:='h-(210-2-'h)-(297-2-'h)

Abb. 11: Die Applikation Lists & Spreadsheet

Notes:
Bei dieser Applikation handelt es sich um eine einfache Textverarbeitung, in der man auch
Formeln eingeben und berechnen kann.

1.2 BOG AUTO REELL L

Wir schneiden an den Ecken Quadrate mit
der Seinlange h aus. Der Kasten den man
daraus basteln kann hat das Volumen

Vin)=r-(210-2-1)-(297-2-1)
Hier einige Beispielvolumina:

h="5: 287000

Abb. 12: Die Applikation Notes
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Data & Statistics:
Dies ist ein Statistikwerkzeug, mit dem man Daten explorativ und theoriegeleitet auswerten
kann.

SRS 1« | soc apPrxReELL W
. €1 (4,57)
@ 1 o0 ©O 000 O
» 55.5-
§ 1 © 0 o 0
54.0 ] ®
1 O
52.54
I I I I I I | I I I I
28 30 323&3538-’-}10424&1&5&18 S0

Abb. 13: Die Applikation Data & Statistics

Typische Tatigkeiten mit digitalen Werkzeugen

Jedes der vorgestellten digitalen Werkzeuge kann fiir verschiedene Zwecke eingesetzt wer-
den. Um den Nutzen im alltaglichen Analysisunterricht zu begriinden, versuchen wir im Fol-
genden typische Einsatzgebiete herauszuarbeiten.

Der Calculator ist sicher primar der Rechenknecht. Er erledigt numerische und algebraische
Operationen schnell und zuverlassig. Entsprechend wird er eingesetzt, um bereits mathema-
tisierte Situationen zu bearbeiten oder Rechnungen zu Gberprifen. Das CAS ermdglicht dar-
Uber hinaus die automatisierte Manipulation von Termen sowie das Experimentieren mit ih-
nen.

Im Kontrast dazu steht die dynamische Geometriesoftware. Zwar missen Situationen auch
hier mathematisiert werden, allerdings ist der Zugang graphisch orientiert. Die Méglichkeit
Objekte zu bewegen, erlaubt es Situationen zu variieren. Das fordert den experimentellen
Zugang, da viele Beispiele in kurzer Zeit erzeugt und miteinander verglichen werden kénnen.
Der Rechner automatisiert das Erstellen einer Wertetabelle und das Antragen von Punkten,
die dann den Graphen einer Funktion reprasentieren. Mit Hilfe des integrierten Funktionen-
plotters werden Terme in Abhé&ngigkeit von einer Variablen visualisiert. Man nutzt ihn ent-
sprechend, um Terme zu analysieren und zu interpretieren. Wahrend das Operieren mit
geometrischen Objekten weitgehend exakt passiert (d. h., dass die geometrischen Objekte
intern auch als solche reprasentiert sind) geschieht der Umgang mit Graphen naherungswei-
se; ein exaktes Arbeiten ist hier nur sehr eingeschrankt méglich. Durch die Verbindung von
dynamischer Geometrie und Funktionenplotter erméglicht die Applikation Graphs & Geo-
metry sowohl algebraische wie auch graphische Zugange und deren Verknipfung.

Lists & Spreadsheet wird wohl priméar eingesetzt, um ldeen zu erproben. Um das Potenzial
der Tabellenkalkulation bzw. des Listeneditors ausschdpfen zu kénnen, benétigt man For-
meln. Das heil’t, dass Schiler diese Applikation — &hnlich wie den Calculator — primar nut-
zen werden, wenn eine Fragestellung bereits in eine algebraische Form gebracht wurde. Die
Technologie nimmt dem Nutzer dabei auf der einen Seite das lastige Rechnen ab; auf der
anderen Seite offenbart sie die Mdglichkeit, sich schnell einen Uberblick Uber viele Einzel-
beispiele zu verschaffen, um damit einen inhaltlich gelenkten Blick auf die Daten zu bekom-
men.

Noch ausgeprégter ist dieser inhaltliche Blick bei der Applikation Data & Statistics. Die Nut-
zung dieser Anwendung macht nur dann Sinn, wenn man gezielt Antworten auf Fragen an
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die Daten sucht. Aus unserer Sicht wird diese Applikation primar verwendet, um Daten theo-
riegeleitet zu untersuchen.

Etwas aus dem Rahmen fallt die Applikation Notes. Sie ermdglicht im Wesentlichen eigene
Schritte zu kommentieren oder Ergebnisse zu notieren. Gerade weil diese Applikation ein
wenig aus dem Rahmen fallt, wird ihr Nutzen oft unterschétzt. Wenn ein etwas umfangrei-
cheres Problem zu I6sen ist, kann diese Applikation helfen, auch langfristig den Durchblick
zu behalten. Dazu sollte man Schiler anleiten, ihre Dokumente angemessen zu kommentie-
ren. Das Aufschreiben hilft sich zu vergewissern, ob man das Problem hinreichend gut ver-
standen hat.

Der Mehrwert digitaler Werkzeuge in der Differenzialrechnung

Die Vorteile beim durchgehenden Einsatz digitaler Werkzeuge im Mathematikunterricht sind
zahlreich. Auf die vielen — immer noch glltigen und tragfdhigen — allgemeinen Argumente
(z. B. Entlastung vom Kalkul und damit Konzentration auf das Wesentliche, Mdglichkeit zur
Behandlung komplexerer Probleme) gehen wir hier nicht ein. Wir konzentrieren uns auf zwei
dariiber hinaus gehende Argumente, die aus unserer Sicht klar fir den Einsatz digitaler
Werkzeuge in der Differenzialrechnung sprechen:

| Digitale Werkzeuge helfen, Beobachtungen zu Begriffen zu verdichten

Digitale Werkzeuge wie TI-Nspire™ vernetzen unterschiedliche Reprasentationsformen. So
werden Zusammenhénge greifbarer und die Begriffsbildung wird geférdert. Wir mdchten das
am Beispiel einiger Ableitungsregeln illustrieren.

Sobald Schiler beginnen, mit Ableitungsregeln zu arbeiten, beginnen sie auch, diese Regeln
zu automatisieren. Nur wenige kdnnen Regeln wie z. B. (f(2x))'=2-f(2x), also einen einfachen
Fall der Kettenregel, inhaltlich erértern. Der Begriff der Ableitung — auch wenn er semantisch
fundiert ist — wird spéatestens jetzt durch stark dominante syntaktische Elemente gepragt.
Daraus koénnte beispielsweise eine solche Argumentation folgern: Da (sin(x))' = cos(x) ist,
wird (sin(2x))’ = cos(2x) sein. Wie kann man dem begegnen?

Mit Hilfe digitaler Werkzeuge kann man den Sachverhalt veranschaulichen, um so Argumen-
tationen anzureichern. Im untenstehenden Screenshot sind die Graphen von zwei Funktio-
nen dargestellt. Konstruiert wurde jeweils zusétzlich ein bewegliches Steigungsdreieck.

1.1 2] BOG AUTO REELL L
0.7 121 MY
#1lx)=sin{x) o 5
-2.79 0.5 2.79
-1.21
121 Y
/ X
-2.79 " 0.5 2.79
f?(x sm( \_/

Abb. 14: Vergle|ch von zwei Graphen und deren Steigung an bestimmten Stellen

Was lasst sich hier beobachten? Z. B. kann man den Punkt in der unteren Bildschirmhalfte
bewegen und sehen, dass die Steigung den Wert 1 (bersteigt (die Steigung wird jeweils links
oben angezeigt). Die Ableitung kann entsprechend nicht cos(2x) sein. Jedoch kann man aus
den Eigenschaften von Sinus und Cosinus (insbesondere, dass der Cosinus an den Stellen
Null wird, an denen der Sinus lokale Extrema hat) folgern, dass die Ableitung von sin(2x) ein
Vielfaches von cos(2x) sein muss.
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Die Transformation x > 2x bewirkt, dass der Graph in x-Richtung um den Faktor 2 gestaucht
wird. In Abb. 14 wurden die Punkte so gelegt, dass man sich den Ubergang von der oberen
zur unteren Bildschirmhalfte wie folgt vorstellen kann: Der Punkt wird auf dem Graphen fixiert
und anschlieRend wird der Graph (mit dem Punkt) gestaucht. Was man beobachten kann ist,
dass auch das Steigungsdreieck gestaucht wird: Die zur x-Achse parallele Kathete hat nur
noch die Lange 0,5. Wieder normiert auf die Ldnge 1 muss sich entsprechend die zur y-
Achse parallele Kathete verdoppeln. Daraus lasst sich ableiten: Wird der Graph um den Fak-
tor 2 gestaucht, verdoppelt sich an den transformierten Stellen des Graphen die Steigung.

Die beiden Argumente zusammen fuhren zum Schluss (sin(2x))’ = 2-cos(2x).

Dies ist nun eine sehr spezielle Interpretation des Bildens einer konkreten Ableitung. Wenn
Schiler diese Argumentationskette jedoch finden, erweitern sie ihr begriffliches Verstandnis:
Das Bilden von Ableitungen von Funktionstermen kann auch mit Rickgriff auf die Anschau-
ung (Steigung des Graphen an einer bestimmten Stelle) inhaltlich begriindet werden.

Warum macht es Sinn, hier digitale Werkzeuge einzusetzen? Zwar kommt unsere ,fertige
Argumentation‘ ohne jede Dynamik aus, jedoch wird es nur sehr wenigen Schiilern mdglich
sein, solche Argumente ohne Ruickgriff auf lokale Beobachtungen zu entwickeln. Aus lokalen
Beobachtungen ergeben sich Thesen, die mit Ruckgriff auf das Medium Computer wieder
getestet werden kénnen. Diese individuellen Prozesse bediirfen individueller Wege: Manche
Schiiler werden von einfachen Beobachtungen (vor-) schnell auf allgemeine Aussagen
schliel’en und dabei auch zu Fehldeutungen kommen (ein prominentes Beispiel dafir ist die
Bedingung f“(xo) # 0, die als mogliche hinreichende Bedingung schon bei einfachen Fallen
wie x* nicht greift). Andere lassen sich auch durch noch so viele Beobachtungen nicht von
der Richtigkeit eines Arguments Uberzeugen. Der Einsatz entsprechender digitaler Werkzeu-
ge vereinfacht — nicht zuletzt durch die Mdglichkeit der schnellen Visualisierung — die Indivi-
dualisierung und bietet die Mdglichkeiten, das eigene Bild eines Begriffs auszutesten, zu
revidieren oder auch zu erganzen.

Reflexionsiibung 6: Begriinden Sie formal und durch Rickgriff auf die Anschauung,
dass (f(x)+c)' = f(x), (af(x))’ = af{(x) und (f(x+b))‘= f'(x+b) gilt.

Dieser experimentelle Charakter spiegelt sich nicht nur in der Méglichkeit der Visualisierung.
Beispiel: Ermittle einen Term fiir die n-te Ableitung von f(x) = x*-e*.

Define g(x):xz-ex Fertig 1
di(g(x)) 22"
x

d2 (x2+4-x+2)-ex

—{gl)

dx?

d3 (x2+6-x+6)-ex

< (o) |
4/99

Abb. 15: Experimente mit einem CAS

Durch den experimentellen Zugang kommt man zu Vermutungen. Diese kann man testen —
z. B. durch das Bilden noch héherer Ableitungen — und schlie3lich verallgemeinern. Natrlich
ist der Erfolg einer solchen Aufgabe stark vom Unterricht geprégt: Im Mittelpunkt muss das
Argument'? und nicht die Lésung stehen.

?In diesem Fall kann man wie folgt argumentieren: In jedem Schritt wird ein Term der Art X+ ... abgeleitet und
zum bestehenden Term der Art x°+... addiert. Deswegen bleibt der Summand X2 jeweils stehen. Der lineare
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L&st man sich nun wieder von der konkreten Aufgabe und blickt auf die Bildung des Begriffs
Ableitung, ergibt sich ein weiterer Aspekt: durch das Ableiten ergeben sich Muster, die man
verallgemeinern kann. Dies ist ein fir die Mathematik durchaus wichtiges Prinzip, das durch
den Einsatz digitaler Werkzeuge besonders betont werden kann. Exemplarisch fiihre man
sich das Bilden der n-ten Ableitung von sin(x) vor Augen.

Il Digitale Werkzeuge schaffen neue Zugéange

Digitale Werkzeuge verbreitern das Spektrum mdglicher Ansatze zur Problemldsung. Das
kann dazu beitragen, dass Schiler flexibler mit Mathematik umgehen, was das Verstandnis
des Problems und damit der Mathematik hinter ihm fordert.

Die Frage, ob eine Funktion f mit f = f* existiert, kénnen Schiler sicher nicht ohne Weiteres
beantworten. Der Beweis, dass diese Eigenschaft auf exp(x) zutrifft, ist auf Papier recht
komplex und vom Schiiler selbststandig kaum zu bewaltigen. Mit Hilfe der Technologie kann

man andere Zugange wahlen, die Schiler auch weitgehend selbststdndig bearbeiten kén-
nen.

In der folgenden Abbildung haben wir mehrere alternative Zugénge in einem Begriffsfeld zur
Ableitung von €* angeordnet. Dabei haben wir unterschiedliche Absichten unterstellt, die
Schiler bei der Erkundung der Fragestellung verfolgen kénnten.

Exgikt

£ L, = T
:::E T I EETEE
™ 7 S EREREE

. | [|2EEE8:E5;

5 : .
(7] W 5
= . =

=
c o
© =
= =,

w
@ } O
w L =

L
4
~h— |B .
I ] | :I_r-.l.,:‘"

néiheruribsweise
Abb. 16: Verschiedene Zugéange zum Problem f = f*

An diesem Beispiel wird aus unserer Sicht besonders deutlich, wie wichtig es ist, den Pro-
zess und nicht das Produkt in den Mittelpunkt des Interesses zu stellen. Der pure Fakt
(e*)'=e* wirkt neben der Vielfalt der Zugange in obiger Abbildung trist und grau.

Sollte man digitale Werkzeuge nun fiir jedes Problem nutzen?

Aus unserer Sicht sind die Werkzeuge der TI-Nspire™ Technologie Angebote an den Schu-
ler. Naturlich ist es nicht notwendig, immer eines dieser Werkzeuge zu nutzen. Die Frage ist
in diesem Sinne irrefihrend: Im Mathematikunterricht geht es nicht um die Werkzeuge, son-
dern um ihre Nutzung zum Bearbeiten von Problemen. Haben Schiler die Werkzeuge ken-
nengelernt, so ermdglichen sie ihnen Probleme auf vielfaltigen Wegen anzugehen. Ohne
Werkzeug ist das Spektrum mdglicher Wege deutlich eingeschrankt.

Term erhoht sich jeweils um 2x. Ab dem zweiten Schritt wird dieser auch abgeleitet und liefert einen Beitrag
zum konstanten Glied. Entsprechend ergibt sich die Zahl aus der Summe 0+2+4+6+... .
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Zusammenfassung

Dieses Buch tragt den Titel Analysis mit Neuen Medien verstehensorientiert unterrichten. Wir
hoffen, dass durch diesen Beitrag unsere Sicht auf den Titel transparent geworden ist. All-
gemein geht es uns um das verstehensorientierte Unterrichten. Hier beschranken wir uns auf
die Analysis — speziell auf die Differenzialrechnung. Erst danach fragen wir, welche Rolle
digitale Werkzeuge (hier graphische Taschenrechner mit oder ohne CAS) spielen sollen.
Entsprechend gibt es in diesem Buch Licken: Natirlich haben wir uns auf die Momente kon-
zentriert, in denen der Einsatz digitaler Werkzeuge besonders gewinnbringend erscheint.
Aber es wird genligend Stellen geben, bei denen man auf den Einsatz digitaler Werkzeuge
bewusst verzichtet.

Anders als haufig propagiert, wenden wir uns bei unseren Vorschldgen in nicht zu vernach-
lassigendem Malde innermathematischen Sichtweisen zu. Die Analysis basiert auf einem
Fundament, das sich mit der Anschauung nicht begreifen Iasst — den reellen Zahlen. Guter
Analysisunterricht muss so angelegt sein, dass beide Sichtweisen, also die Analysis als
Werkzeug zum Ldsen von Problemen wie auch die Analysis als eigensténdige sinnbehaftete
Theorie, ein Gesamtbild ergeben. Zu beiden kénnen digitale Werkzeuge einen Beitrag leis-
ten, indem sie helfen Syntaktik und Semantik zu verknlpfen. Ein aus unserer Sicht gut ge-
eignetes Hilfsmittel, um eine angemessene Balance zu schaffen, ist die Reflexion der Unter-
richtsplanung mit Begriffsfeldern. Eingesetzt in der Unterrichtsplanung helfen sie Lernumge-
bungen gezielt mit Blick auf die intendierte Begriffsbildung zu entwickeln.

Wir sind uns bewusst, dass diese Sicht auf Unterricht durch zentrale Prl'qungen13 nicht
Uberall angemessen unterstitzt wird. Jedoch verbinden wir — unabhéngig von der Gestal-
tung einer mdglichen Abschlussprifung — verstehensorientierten Unterricht mit einem
Stiick mathematischer Bildung, das jedem Schiiler angeboten werden sollte.
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schlage zur Weiterentwicklung von Priifungen findet man jedoch z. B. in Pallack (2008).
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Didaktischer

Zusatzmaterial
Kommentar

Titel der Einheit Kopiervorlage | L6sungshinweise

Grenzwertiges
Andreas Pallack, Soest

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe Il (Analysis)
Dauer: 1-3 Unterrichtsstunden,
(wenn alle Aufgaben behandelt werden)

Notwendige Voraussetzungen:

Schilerinnen und Schiler

e verflgen Uber elementare geometrische
Kenntnisse

e nutzen Tabellenkalkulation, Taschen-
rechner und Funktionenplotter, um in-
nermathematische Probleme zu 16sen

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit

Was bedeutet lim? dieser Einheit geférdert werden kénnen:

Schilerinnen und Schiler
e argumentieren

1.1 BOG AUTO REELL B | Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese
£770736223838452262320978 176525528826 369 134335 200860848 16084 [~ | Einheit verfolgt:
8978434911280671041730892183694084784566 790226060386 3505415 1 Schiilerinnen und Schiiler

46541544093872212378341464821605203055501 10242 16389650353763
S123089927965636/4787633501779563550238751478 1643526263932 10
925 192405254654229276 251925262787 77020635223843252384596 298534 I

e ermitteln Grenzwerte

3212400326377 102992 17577668262 130246292221738808427255 174242
445597 1026347828 140350904425512397 &

" 458428690947240... [64831607211853221...
£ 420313729367201... |59441337652271152..|<
2

BI10 | =
ald

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ CAS):
e Berechnen
e Visualisieren

Mégliche Zugange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Vermutungen zu Grenzwerten gewinnen

¢ Numerisch: Testfolgen auswerten

e Algebraisch: Grenzwerte berechnen

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:
Da es um die Entwicklung von Konzepten geht, sollten den Lernenden Md&glichkeiten zur
Kommunikation gegeben werden.

Hinweis: Die Aufgaben bauen nicht aufeinander auf und kénnen unabhéngig vonei-
nander behandelt werden.
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Titel der Einheit Kopiervorlage | L6sungshinweise Didaktischer Zusatzmaterial
Kommentar

Aufgabe 1

= Windews baterned [xplerer

o [ERLE . [ v = & Bl
Cwim  Bupteder Awahf  Fovaden - [

Katty Genius 0,999... =17 31.05.2009, 18:35

GAGA for President! Wir sollen in der Hausaufgabe begriinden, dass die Gleichung stimmt. Keine
Peilung. Kennt das jemand?

Master Cloude AW: 0,999... =1? 31.05.2009, 19:22

Hast du mal gecheckt, ob das richtig mitgeschrieben ist? Zwischen den
beiden Zahlen ist doch noch Platz. So ist das falsch.

Dein Master
Katty Genius AW: 0,999... =1? 31.05.2009, 19:25

GAGA for President! Ne, ne, alles richtig mitgepinnt.

Wer hat Recht? Begrinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 2

= Windewn laterned Explerer
[+ PR P ——— " K Qs

Cwim  Bupteder Awahf  Fovaden - [

Wurzelheinz Heronverfahren 02.06.2009, 14:22

Motto: ,Das ganze War krank und soll morgen in der Arbeit das Heronverfahren kénnen. Kennt
Leben ist ein Quiz" das jemand?

Master Cloude AW: Heronverfahren 02.06.2009, 16:56

Damit kannst du die Seitenlange eines Quadrates bei gegebenem Flachen-
inhalt (z. B. A=2) ausrechnen. Man fangt an mit einem Rechteck mit den
Seitenlangen 1 und 2. Dann bildet man den Mittelwert (1,5) und rechnet aus,
wie lang die andere Seite sein muss, damit man eben wieder einen Flachen-
inhalt von 2 bekommt (also 2:1,5). Damit macht man wieder das gleiche bis
sich die Zahlen nicht mehr andern. Wenn’ses nachrechnen willst: Hier
kommt raus 1,41421356237

Wurzelheinz AW: Heronverfahren 02.06.2009, 21:02
Motto: ,Das ganze Hah ... die Seitenldnge muss Wurzel 2 sein, du HERO(N).
Leben ist ein Quiz*
Miss Dreamer AW: Heronverfahren 02.06.2009, 21:05
Carpe diem Tipp doch mal 1,41421356237 * 1,41421356237 in deinen Rechner ... das

passt!

Fihren Sie das Heronverfahren selbst durch und tGberprifen Sie die angegebene Zahl. Kann
man entscheiden wer Recht hat? Begriinden Sie lhre Aussage.

%{; ...................................................................................................
Aufgabe 3

Untersuchen Sie den Graphen von 1/x graphisch und rechnerisch fiir sehr grol3e x, sehr klei-
ne x und an der Stelle 0.

Aufgabe 4

1 1
Maren behauptet, dass Iim—-sin[zj +x*=0 gilt, da man fir f1 mit f1(x) = —-sin[zj +x*
x—>0 X X X X

z. B. rechnen kann f1(1/5) > f1(1/25) > f1(1/625) > ... > 0 und f1(1/5") augenscheinlich gegen
0 I4uft. Uberpriifen Sie zuerst Marens Rechnung und dann Marens Aussage.

24 Grenzwertiges 27 © T° 2009




Didaktischer

Zusatzmaterial
Kommentar

Titel der Einheit Kopiervorlage | Lésungshinweise

Aufgabe 1

In der Regel ergeben sich im Unterricht zwei Schilergruppen: eine die fir und eine die gegen
die Glltigkeit dieser Aussage pladiert. Das kann man nutzen, um die Forumsdiskussion — im
Sinne eines argumentativen Schlagabtauschs — fortzuschreiben. Die Vorstellung, dass zwi-
schen 0,999... und 1 eine Lucke ist, beruht auf der Vorstellung, dass sich 0,999... aus der
Summe 0,9+0,09+0,009+... ergibt. Der Grenzwert der Reihe lasst sich berechnen: er ist 1
(geometrische Reihe). Dieses Argument werden Schiiler jedoch in der Regel nicht nachvollzie-
hen kénnen, da Folgen — und vor allem S&tze Uber Folgen — in der Regel nicht mehr explizit
thematisiert werden. Geeigneter erscheint die folgende Argumentation (vgl. auch Danckwerts
und Vogel 2006, 27-31):

Nehmen wir an, dass 1 und 0,999... nicht identisch sind. [1. BOG EXAKT REELL [
Dann muss die Differenz (bezeichnen wir sie mit d) der | 1-0.99999999999 2
beiden Zahlen gréf3er als Null sein. Da sich alle Differen- 100000000000
zen 1—0,999...99 als 10" schreiben lassen, gilt: 20
9
1- 9
1 1 > 1
——<d, also: n>log— e
10 d )
1000000000000000000000000000000 =
2/99

Jede Differenz d wird ab einem gewissen n unterschritten. Die Differenz von 1 und 0,999... ist
also kleiner als jedes vorgegebene d>0.

Einige Schiler werden das Ergebnis nicht akzeptieren, da es ihrer Vorstellung widerspricht. Sie
haften an dem (scheinbar nie endenden) Prozess der Summenbildung, der Ubergang zum
Ergebnis dieses Prozesses gelingt ihnen nicht. Dieser kognitive Konflikt kann genutzt werden,
um den Kontrast zwischen alltédglicher Erfahrung und theoretischer Begriffsbildung in der Ma-
thematik zu betonen.

Aufgabe 2

Um die folgenden Schritte durchflihren zu kénnen, ist es
wichtig, darauf zu achten, dass der jeweils richtige Re-
chenmodus eingestellt ist. In der Kopfzeile erscheint
APPRX fir ndherungsweises Rechnen, EXAKT fir exak-
tes Rechnen und AUTO, wenn das System selbst ent-
scheidet, ob es exakt oder nur naherungsweise rechnet.
Eingestellt werden kann der Modus unter [(&),(&,(1)]. Be-
ginnen Sie in der Einstellung EXAKT.

BOG EXAKT REELL
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Im ersten Schritt 6ffnen Sie eine Applikation Lists & 2
Spreadsheet. In Spalte A werden jeweils die Breiten, in
Spalte B die Héhen der Rechtecke eingetragen. Als Start-
werte wahlen Sie 2 und 1. In Zelle A2 geben Sie nun die
Formel ,=(a1+b1)/2“ ein. Damit wird der Mittelwert der bei-
den Zahlenwerte berechnet, was der neuen Breite (b,) des
Rechtecks entspricht. In Zelle B2 fugen Sie zur Berech-
nung der neuen Hoéhe des Rechtecks (h,) die Formel
,=2/a2" ein. Das Produkt von Breite und Héhe ergibt so
stets 2.
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Diese Formeln (mit relativen Zellbezliigen) kénnen nun a2
kopiert werden (Formeln kopieren).
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Es ist darauf zu achten, dass die Schiler das Verfahren gut verstanden haben und nicht nur
einfach die Formeln kopieren. Ziel ist es, die Seitenldnge eines Quadrates mit gegebenem
Flécheninhalt mdglichst genau zu bestimmen. Das Verfahren sichert ab, dass in unserem Fall
das Mal der Breite niemals unter das Mall der Hoéhe fallt. Zudem werden die Breiten von
Schritt zu Schritt kleiner und die H6hen gréer. Wirden schlief3lich H6he und Breite Uberein-
stimmen, hatte man den genauen Wert der Seitenldnge gefunden.

Tatséchlich handelt es sich bei jedem Rechenschritt’ wie- | 1.1 BOG EXAKT REELL [
der um Briche; die Menge der rationalen Zahlen wird bei smrssnssssmzs;mm1353155581535‘3134395200850&4315034‘“
H H H H o BATE43431 128067 1041730832 1836340847 84566 TID22E0603363505415

diesen Rechenoperationen nicht verlassen. Diese Briche | o o et zeamsomen oni1esmseanseaes
m|t gewaltigen Zéhlern und Nennern kann man SiCh aUCh S 193089927 965696,/47 876335017 7956355033875 14781643526 26393810
. . . . 38519240525 4RE 40030 TR 25 192536 2T 2T TTIZ0635 2384305384596 395594
anzeigen lassen, indem man eine der Zellen mit dem Cur- | upssmiossaisisseass aoasssna rsssosaarss 7
Sor auswahlt 44ECAT 10363479221 403509044255 1297
@4787633.,. 770736...
1 4524286, [5483160... g
B10 =
ald
Schiler in der Oberstufe wissen bereits, dass die Seiten- | [ 1.1 BOG APPRX REELL L
lange eines Quadrates mit dem Flacheninhalt 2 tatséch- | ® B 2
lich ~/2 sein muss. Die Behandlung des Heronverfahrens [# F
bietet so Gelegenheit, die Charakteristika rationaler und 2 1.5 1.33333333333
irrationaler Zahlen zu wiederholen. 3 1.41666666667 1.41176470588
= 1.41421568627 1.41421143847
Fihrt man die BereChnung im APPROX-Modus durch, [§ 1.41421356237 1.41421356237| U
bricht der Algorithmus nach einigen Schritten_scheinbar >
ab. Ausgegeben wird eine gute Naherung fir /2 . 8515

Im Unterricht ist es an dieser Stelle wichtig, den Konflikt aufzuzeigen und zu akzentuieren:
Zwar kommt man mit dem Algorithmus einer Seitenldnge V2 beliebig nahe, nach endlich
vielen Schritten erreicht man sie aber nicht.

Die Verwendung der Limes-Schreibweise scheint nun angebracht:
limb_ =limh =+/2.

n—o n—o

Aufgabe 3

Viele Lehrpléne weisen explizit darauf hin, dass der Grenzwertbegriff im Unterricht nicht (mehr)
Uber die universitatsnahe ,Epsilontik‘ eingefiihrt werden soll: Schiler sollen Uber einen eher
intuitiven Grenzwertbegriff verfligen.

JIntuitive Begriffe‘ legen jedoch auch Fehlkonzeptionen nah: Zur Existenz eines Funktions-
grenzwertes reicht es z. B. nicht aus, eine spezielle Folge — was der intuitive Grenzwertbegriff
aus meiner Sicht provoziert — zu betrachten. Der Funktionsgrenzwert muss fur alle entspre-
chend konvergenten Folgen gelten. Ohne die Behandlung hinreichend vieler Beispiele werden
Schiler dieses ,alle‘ kaum inhaltlich fullen kénnen. Die explizite Thematisierung von Folgen
verschlingt jedoch viel Zeit und steht in keinem angemessenen Verhaltnis zum Aufwand.

' Im exakten Modus kann die Formel bis maximal Zeile 12 kopiert werden. Ansonsten wird eine Fehlermeldung
angezeigt, da Zahler und Nenner der Briiche zu umfangreich werden.
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An dieser Stelle wird deswegen ein alternativer Zugang angeboten: Schiler sollen mit einfa-
chen Testfolgen, z. B. 1/n, sicher operieren kénnen. Die Schwierigkeit der Existenz von Funkti-
onsgrenzwerten wird anhand eingangiger Beispiele exemplarisch thematisiert. Die anschlie-
Rende Diskussion, ob némlich eine Eigenschaft nur fur die betrachteten Testfolgen oder fir alle
entsprechend konvergenten Folgen gilt, kann bei Bedarf gefiihrt werden.
Dieses Vorgehen beinhaltet die Hoffnung, dass die explizite Thematisierung von Testfolgen
den geforderten intuitiven Grenzwertbegriff auf ein diinnes, aber trotzdem stabiles Fundament

stellt.

Anhand der Funktion f1 mit f1(x) = 1/x lassen sich Grenz-
werteigenschaften gut thematisieren. Offnen Sie dafiir ein
neues Dokument und figen Sie die Applikation Graphs &
Geometry ein. Zeichnen Sie den Graphen von f1.

Fir x —» « strebt die Funktion gegen 0. Exemplarisch
kann man immer groRer werdende x betrachten.

Das kann auch begriindet werden: Der Funktionsterm ist
fur positive x immer grof3er Null; Briiche mit konstantem
Zahler und gréRer werdendem Nenner werden kleiner.
Der Graph der Funktion f1 kommt also beliebig nah an die
x-Achse. Egal wie klein man eine Umgebung um die x-
Achse wahlt: Ab einem bestimmten x-Wert verlasst der
Graph diese Umgebung nicht mehr.

Es gilt also: lim f1(x) =0 ([limit(f1(x).x,infinity])

X—>00

Dieses Ergebnis ist so einleuchtend, dass man im Unter-
richt kaum Testfolgen wie a,=n oder a,= n? verwenden
wird, um seine Richtigkeit zu bestédtigen. Die Untersu-
chung der Stelle Null ist da schon anspruchsvoller:

Offnen Sie eine neue Seite mit der Applikation Calcula-
tor. Zur ndheren Betrachtung der Stelle 0 wahlen wir die
Testfolge 10™, die fur groBe n gegen 0 strebt. Diese ers-
ten Folgenglieder werden in den Funktionsterm einge-
setzt, um die Wirkung der Testfolge zu illustrieren.

Es zeigt sich, was auch anschaulich (z. B. anhand des
Graphen) klar erscheint: Je weiter man an 0 herangeht,
desto gréRer werden die Funktionswerte von f1. Es gilt
also

n—ow

lim f1{%\ =0,

Das bedeutet jedoch nicht, dass auch limf1(x) = o« gilt.
x—>0

TI-Nspire™ CAS erlaubt die Berechnung von Grenzwer-
ten. Hier liefert das System jedoch die Ausgabe undef.

Dieses Ergebnis kann man z. B. am Graphen erklaren.
Fachlich fruchtbarer erscheint jedoch die Verwendung
anderer Testfolgen.

| 1.1 BOG AUTO REELL i
567 1Y
; x
10 : 10
» 557
|ﬁ| 1.2 BOG AUTO REELL O
lira (77(x)) 0
el
timit{f1e) o infinity |
1.-’99V
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Eine solche Folge, die ebenfalls gegen 0 strebt, ist -10™.
Das Einsetzen einiger Folgenglieder bestatigt den Ein-
druck, den man auch anschaulich am Graphen gewinnt;
geht man von links gegen die Stelle 0, so werden die
Funktionswerte immer kleiner; es gibt keine untere
Schranke, die von den Funktionswerten nicht durchbro-
chen wird.

Die Betrachtung einzelner Folgenglieder erscheint oft
mihsam, ist aber gewinnbringend, da der mdgliche
Grenzwert aus einzelnen Zahlenwerten herausgelesen
und zusatzlich begriindet werden muss. Alternativ kann
das implementierte Werkzeug zur Berechnung von
Grenzwerten verwendet werden. Rechts abgebildet ist die
Berechnung des rechtsseitigen und linksseitigen Grenz-
werts an der Stelle 0.

Aufgabe 4

Ziel dieser Aufgabe ist eine hinreichende Sensibilisierung
fur die begrenzte Reichweite des Einsatzes von Testfol-
gen zur Bestimmung von Grenzwerten. Offnen Sie ein
neues Dokument und figen Sie die Applikation Calcula-
tor ein. Definieren Sie die Funktion f1 und berechnen Sie
die vorgeschlagenen Funktionswerte. Tatsachlich streben
die Funktionswerte der Testfolge 1/5" mit wachendem n
gegen 0. Auch die zugehdrige Testfolge fur den linksseiti-
gen Grenzwert weist ein dhnliches Muster auf.

Die Analyse des Funktionsterms oder des Graphen klart
und relativiert dieses Bild: Um den Graphen darzustellen,
offnen Sie die Applikation Graphs & Geometry (Graph
einer Funktion zeichnen).

Tatsachlich besitzt der Graph in jeder Umgebung von 0

BOG APPRX REELL O

JRULELTEN

sl
undef
-100000,
-1000000,
-10000000.
=
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BOG AUTO REELL O

unendlich viele Nullstellen. Der erste Summand des Funk- \/ N0
tionsterms wird an allen Stellen 1/n und -1/n (mit n aus IN) N
Null. Der zweite Summand liefert entsprechend die zuvor
errechneten Folgenglieder.
Der Grenzwert an der Stelle 0 existiert bei dieser Funktion BOG AUTO REELL U
nicht. Um das mit Testfolgen zu zeigen, darf keine Folge SATTA B
oder Teilfolge von 1/n gewahlt werden. Exemplarisch
wurde rechts die Folge a, = 7/5" gewahlt. -7.74791
Die so gewonnene Folge von Funktionswerten illustriert, -69.8064
dass Marens Aussage nicht tragfahig ist.
34’9;
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In der Diskussion um notwendige Exaktheit im Mathematikunterricht ist der Grenzwertbegriff
sicher ein Paradebeispiel fir das hohe Mall an Ambivalenz, das Mathematiklehrer meistern
missen: Einerseits sind Folgen und Reihen aus fast allen Lehrplanen verschwunden — ande-
rerseits gibt es ohne Folgen keinen sauberen Grenzwert- und damit keinen sauberen Ablei-
tungsbegriff. Einerseits sollen Grenzwerte anschaulich behandelt werden — andererseits sollen
Fehlvorstellungen vermieden werden. Diese immer wiederkehrende Diskussion war wohl die
wichtigste Motivation zum Schreiben dieses Aufsatzes. Vorgestellt wurden vier Aufgaben, die
man einzeln oder als Sequenz zur kompakten Behandlung des Grenzwertbegriffs nutzen kann.
Natlrlich — und das war auch nicht das Ziel — ersetzen diese Aufgaben keinen Lehrgang zu
Folgen und Reihen.

Das hier vorgestellte Konzept des Einsatzes von Testfolgen zur Vorbereitung der Bestimmung
von Grenzwerten soll helfen, typischen Fehlvorstellungen im Analysisunterricht vorzubeugen.
Dazu gehdren insbesondere das Einsetzen der Stelle zur Bestimmung von Funktionsgrenzwer-
ten an dieser Stelle oder die Vorstellung, dass sich Tangenten dadurch ergeben, dass zwei
Punkte, die eine Sekante definieren, zusammenfallen.

Exemplarisch wird das Prinzip ,fur ... strebt ... gegen ...“ am Beispiel 1/x erldutert. Diese Funk-
tion bietet gleichzeitig eine Grundlage zur Generierung konvergenter Folgen. So konvergieren
z. B. a + 1/x wie auch a — 1/x jeweils flir grof3e x gegen a.

Dass diese Testfolgen nicht ausreichend sind, um Funktionsgrenzwerte zu berechnen, wurde
am Beispiel einer eigens fir diesen Zweck konstruierten Funktion demonstriert. Attraktiv — aber
auch anspruchsvoll und zeitaufwandig — ist es, Schiilern die Aufgabe zu stellen, selbst Funk-
tionen zu erfinden, die bestimmte Grenzwerte ,vortduschen®. Insbesondere der Umgang mit
periodischen Funktionen kann so eingelibt werden, da sie sich zur Konstruktion solcher Funk-
tionen besonders anbieten.

Die zeitliche Investition zur Vertiefung des Grenzwertbegriffs zahlt sich insbesondere aus,
wenn im weiteren Verlauf des Unterrichts auch Funktionen betrachtet werden, die an bestimm-
ten Stellen nicht differenzierbar sind, bei denen also linksseitiger- und rechtsseitiger Grenzwert
des Differenzenquotienten nicht tUbereinstimmen. So kann z. B. die Existenz von Tangenten
am Beispiel der Funktion f mit f(x)=x* — 4 thematisiert werden. Trassierungsprobleme (siehe
z. B. Willlner & Pallack 2008) bieten dartiber hinaus Gelegenheit, linksseitige und rechtsseitige
Ableitungen zu behandeln.

Literatur/Quellenangaben
Danckwerts, Rainer und Vogel, Dankwart (2006) Analysis verstandlich unterrichten. Elsevier-
Verlag, Minchen.

Willner, Sabine und Pallack, Andreas (2008) Gleisarbeiten. In: Pallack, Andreas und Barzel,
Barbel (Hrsg), T>-Akzente, ... aller Anfang ist leicht. Westfalische Wilhelms-Universitat Miins-
ter, Zentrum fir Lehrerbildung, S. 59-62.
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Auf der schiefen Bahn? — Ermitteln der Geschwindigkeit
Franz Schidglhofer, Universitat Linz und Péddagogische Hochschule Linz

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe II:

Einfihrung des Differentialquotienten als
Momentangeschwindigkeit mit Hilfe einer
Bewegungsmessung

Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

¢ Kenntnis des Differenzenquotienten

e mittlere Geschwindigkeit

e Nutzungskompetenzen im Umgang mit
der Technologie

Wle beStImmt man mit Prozessbezogene Kompetenzen, die

e

Laserpisto|en die mit dieser Einheit geférdert werden
. . i kdnnen:
Geschwmdlgkelt? Schiilerinnen und Schiiler
e modellieren Daten mit Funktionen
u(0.999,1) 2.1989 e entwickeln eine Strategie zur Berech-
nung mittlerer Geschwindigkeiten
v(0.99999,1] 2.19999
U(o_gggggg,l) 29 Inhaltsbezogene Kompetenzen, die
diese Einheit verfolgt:
v{u1) 1.1-{ur1) Schilerinnen und Schiler
lim (_V(u 1)) 29 e bestimmen Grenzwerte
sl e ermitteln ndherungsweise Momentan-
| geschwindigkeiten
5/99

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ / TI-Nspire™ CAS)
e Erfassen von Daten
e Berechnungen automatisiert durchfiihren

Mdogliche Zugénge, die von der Technologie unterstiitzt werden:
¢ Graphisch: Darstellung von Funktionsgraphen
¢ Numerisch: Tabellarische Berechnung des Differenzenquotienten
e Algebraisch: Umformung von Termen, Grenzwertberechnung

Tipp:

Das hier beschriebene Experiment Idsst sich mit Materialien durchfiihren, die man in jeder
Physiksammlung findet. Authentischer wird das Experiment, wenn man den Beschleuni-
gungsvorgang eines echten PKW oder eines Spielzeugautos mit Aufziehmechanik misst.
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Einleitung

Wenn die Kelle vom Stra’enrand winkt, ist es zu spat: Mit Laserpisto-
len lassen sich Geschwindigkeiten aus vergleichsweise groRen Ent- |
fernungen bestimmen. Die Polizeibeamten vor der Messung zu ent-
decken, ist faktisch unmdglich.

Die wenigsten wissen, dass Laserpistolen keine Geschwindigkeiten,
sondern Abstidnde messen. Doch wie bestimmt das Gerat daraus die
Geschwindigkeit?

Laserpistolen gibt es in den wenigsten Schulen; weiter verbreitet sind
Entfernungsmesser. Das CBR2 ist so ein Entfernungsmesser. Er
sendet einzelne Ultraschallimpulse aus, die reflektiert werden. Ge-
messen wird die Zeit, bis diese wieder eintreffen. Aus der Laufzeit
kann — da man die Schallgeschwindigkeit kennt — die Geschwindigkeit
berechnet werden. Fuhrt man mit dem Gerat Messungen durch, wird auch die Geschwindig-
keit angegeben. Doch wie funktioniert das? Wir werden eine Methode entwickeln, um mit dem
CBR2 Geschwindigkeiten zu bestimmen. Dabei verwenden wir die gleiche mathematische
Methode wie bei Laserpistolen.

Anleitung fiir das Experiment

Damit es nicht zu komplex wird, wurde die Situation etwas vereinfacht: Die beschleunigte
Bewegung eines auf einer schiefen Ebene rollenden Balls soll mit einem Entfernungsmesser
ermittelt werden. Die ermittelten Zeit- und Entfernungsdaten werden gespeichert und darge-
stellt. Ziel ist die Aufnahme der Entfernung (in m) in Abhangigkeit von der Zeit (in s).

Nach Einstecken des CBR2 in den TI-Nspire™ Handheld wird nach der Applikation gefragt, in
der die Messung durchgefiihrt werden soll. Wahlen Sie hier Lists & Spreadsheet. Sie sehen
dann im unteren Teil des Bildschirms den derzeit gemessenen Abstand.

11 BOG AUTO REELL [
B¥acor.si.. Bacor.di.Bacot.g. Pacors.. fg

......

.......

- 588 pfos  oesm @

Abbildung des Versuchsaufbaus

Die Variablennamen werden automatisch angelegt. Bringen Sie den Ball in Position, starten
Sie die Messung und lassen Sie den Ball rollen. Die Messung stoppt nach einigen Sekunden
automatisch. Stellen Sie nun den Abstand in Abhangigkeit von der Zeit graphisch dar; die Zeit
finden Sie in der Liste dc01.time, die Entfernung in dc01.dist1 (Listen graphisch darstellen).

B Ic ~
=dc01.time |='dc01.dist1 I

0. 0.243422
0.05| 0.241641
0.1 0.241555
0.15] 0.243526
0.2| 0.243543
0.25] 0.241434 -

dc01.dist1

0.0 0.8 1.6, 2.4
dc01.time

6 |
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Aufgaben
Beschreiben Sie den Abstandsverlauf mit eigenen Worten. Die folgenden Fragen kénnen |h-
nen helfen, wichtige Eigenschaften zu erkennen:

¢ In welchen Zeitabstéanden wird die Entfernung gemessen?

e Was bedeutet der waagerechte Verlauf am Beginn und am Ende?

¢ Woran kann man erkennen, dass hier eine beschleunigte Bewegung vorliegt?

Datenauswertung

Welche Funktion eignet sich besonders gut, um die Messwerte der Beschleunigungsphase zu
beschreiben? Stellen Sie dafur den zugehérigen Ausschnitt dar. Tipp: Zum Ausschneiden von
Messdaten aus einer Liste gibt es eine bestimmte Technik. Fragen Sie dazu lhren Lehrer.

Py Py

'(:eit,dr'st} (:eit,dr'st}

>

12(x)H A f2x)=

Die mittlere Geschwindigkeit bestimmen
Stellen Sie die Werte in einem Streudiagramm dar und v fX
£

nahern Sie auch diese Daten durch eine passende Funkti-
on an. Interpretieren Sie den Verlauf. {
|::1.1r.,s::.ﬂ:c'n’r1ry { R

zeit dist)

In der Tabellenkalkulation soll in den Zeitintervallen },
[0;0.05], [0.05;0.1], ... jeweils die mittlere Geschwindigkeit

berechnet werden. Wahlen Sie dazu eine neue Spalte, | *, , |

tragen Sie in der ersten Zeile als Wert 0 ein und verwen- 7 i >
den Sie fur die Berechnung in den folgenden Zeilen den —

Pl
sogenannten — Differenzenquotienten. e R

Begriinden Sie, dass fur die mittlere Geschwindigkeit im
Zeitintervall [a;b] gilt:

vap) - SO)=s@)

b-a
Mittlere Geschwindigkeit — Momentangeschwindigkeit
Kann man aus den nun berechneten Daten bestimmen, wie schnell der Ball zu einem be-
stimmten Zeitpunkt war? Ermitteln Sie die Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt und auch die
Hochstgeschwindigkeit am Ende der schiefen Ebene.
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Durchfiihrung des Experiments
Es lehrreich, an diesem Beispiel eine in den Naturwissenschaften fundamentale Methode,
namlich die der Messung und der mathematischen Modellbildung kennen zu lernen.

Wenn der Bewegungssensor an das TI-Nspire™ Handheld angeschlossen wird, startet das
Programm automatisch. Nach Beginn der Messung werden die Zeit (Schrittweite 0,05 s) und
die Entfernung (in m) als Listen gespeichert. Bei Wahl der Darstellung Data & Statistics mis-
sen nur die entsprechenden vorgegebenen Variablen gewahlt werden. Die Skalierung erfolgt
dann automatisch. Die graphische Darstellung kann auch als Streuplot in der Applikation
Graphs & Geometry erfolgen (Listen graphisch darstellen).

Zuséatzlich werden die mittlere Geschwindigkeit und Beschleunigung automatisch berechnet
und auch gespeichert. Die Funktionsweise dieser Black-Box gilt es aufzudecken. Entspre-
chend werden im Folgenden nur die Zeit- und Entfernungsdaten der Messung verwendet.

Verlaufen die Punkte parallel zur x-Achse, bewegt sich der Ball nicht. Dies ist am Anfang,
wenn mit der Messung bereits begonnen und der Ball noch nicht losgelassen wurde, und — je
nach Versuchsaufbau — auch am Ende der Bewegung der Fall.

Reduktion des Datenbereichs und Auswertung
In der graphischen Darstellung kann man den Bereich der rv

beschleunigten Bewegung gut bestimmen. Merken Sie J215,1.92106
sich die Intervalle (hier [0.9 s; 2.15s] und [0.24 m; 1.92 m]) s
far die folgenden Schritte.

(0.8,0.243059 )¢

Gunstig ist die Reduktion der Daten auf die Beschleuni-

gungsphase selbst, weil die Ann&herung durch Grund- 0.2 X
funktionen einfacher ist und man auch mit einer Regressi- 0.2 (dcO1.time,dc01.dist1)
on arbeiten kénnte.
fAx)= A
Offnen Sie eine neue Applikation Lists & Spreadsheet.
- P A B C zeit Ddist o

Flgen Sie die Messdaten in Spalte A und B ein. Nun [
werden noch zwei weitere Spalten aufgenommen (C und |#=dc01.tim¢='dc01.dis

D. Hier wurden sie mit ,zeit* und ,dist® benannt, siehe 1| 0.1 0.243422(1.34111...| 0.000(
auch Listen eingeben). In diesem Fall benétigen wir die 2 0.05| 0.241641 0.05| 0.003¢
folgenden Formeln zur Transformation: 3 0.1/ 0.241555 0.1 0.012
Spalte C: Spalte D: 4 0.15| 0.243526 0.15| 0.029
= 219-0.9 = b19-0.2434 E_: 0.2/ 0.243543 0.2 0,050._
= 220-0 9 = b20-0.2434 T 8.25 0.241434 0.25| 0.076tv
V
(:eh‘,(ﬁsf.)
Das bedeutet, dass uns hier die Werte ab dem 19. Mess- | 12
wert interessieren. Zusétzlich werden Werte subtrahiert. o
Das sorgt dafiir, dass die Messung bei 0 s und 0 m be-
ginnt. Im Unterricht ist es wichtig zu begriinden, warum
die Messung durch diese Transformation nicht verandert 0.2
wurde. Nach Eingabe einer Formel kénnen die Formeln - x
fur die restlichen Zeilen kopiert werden (Formeln kopie- 0.2
ren). f2lx)H A

Stellen Sie die Messdaten in einer neuen Applikation Graphs & Geometry graphisch dar
(Listen graphisch darstellen). Zeichnen Sie den Graphen der Funktion x*> und passen sie ihn
der Punktmenge an. In der Darstellung erkennt man, dass sich diese Daten sehr gut durch
eine Quadratfunktion annéhern lassen.
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Bestimmen der mittleren Geschwindigkeit B gist Egeschwlﬁ ~
In Spalte E soll nun die mittlere Geschwindigkeit berech-
net werden. Sie berechnet fiir ein Zeitintervall [a;b] aus:

s(b)—s(a) 1/1.34111...| 0.000035 0
v(a,b)=———= 0.05| 0.003683| 0.07296
b-a 0.1/0.012743| 0.1812
Geben Sie dafiir in Zelle E2 die zugehérige Formel ein 0.15/0.029704) 0.33922
(siehe rechts). In Zeile 1 kann die mittlere Geschwindig- 0.2/0.050365| 0.41322 ~
keit noch nicht berechnet werden. Man setzt den Wert 0. | g2 —LEEel]
Kopieren Sie die Formel in Spalte E bis zum Ende der Cimdl

Listen (Formel kopieren). Benennen Sie Spalte E mit dem
Namen geschw (siehe auch Listen eingeben).

Kehren Sie zuriick zur Graphs & Geometry Seite und
fligen Sie einen neuen Streuplot — erzeugt aus den Listen
zeit und geschw — ein (Listen graphisch darstellen).

Die Darstellung im Streuplot lasst vermuten, dass es sich
um eine lineare Entwicklung handeln kdnnte. Zeichnen
Sie den Graphen von x und passen Sie diesen den Da-
tenpunkten an (Graphen einer Funktion zeichnen). An-
hand der so gefundenen linearen Funktion kann auch ein
Zusammenhang der Geschwindigkeitsfunktion zur Zeit-
Ort-Funktion vermutet werden.

Analyse der funktionalen Zusammenhéange
Wir rechnen nun nur mit der gefundenen Zeit-Ort-Funktion
in der Applikation Calculator.

Mit dem Ausdruck v(a,b) = (s(b)-s(a))/(b—a) kann die
mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [a;b] berechnet
werden. Exemplarisch berechnen wir hier die Geschwin-
digkeiten in den Zeitintervallen [0;1] und [0.5;1].

Mittlere Geschwindigkeit - Momentangeschwindigkeit
Um die maximale Geschwindigkeit zu berechnen, muss
man die jeweiligen Eigenheiten der Messung beachten.
Wir kénnen hier nur exemplarisch das generelle Prinzip
demonstrieren. Man kann die untere Grenze immer naher
an 1 setzen und erkennt so gut die Anndherung an den
Wert 2,2.

Allgemein berechnen wir die Geschwindigkeit im Intervall
[u;1]: Es ergibt sich 1.1-(u+1). Der Grenzwert mit u ge-
gen 1 ergibt den Wert 2,2 ([limit(v(u,1),u,1)]). Aus der
mittleren Geschwindigkeit im Zeitintervall [u;1] wird die
Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt 1.

Damit kann man aber auch die Geschwindigkeit zu jedem
Zeitpunkt x berechnen. Mit dem Grenzwert u geht gegen x
ergibt sich 2,2-x. Wir erhalten damit die Geschwindig-

-

@@ fld-22-x A
s{x)=1.1-x2 Fertig -
\( b):_s(b) s(a) Fertig
b-a
v(o,1) 1.1
v(05,1) 1.65
|
4/99
v(0.999,1) 2.1989 ©
v(0.99999,1) 2.19999
v(0.999999,1) 2.2
v(u.1) L1-(u+1)
tim (v{u,1)) 2.2
u=1
I I
5/90
1(:1_“7() 1.1'(u-,\') =
lim (v(u,x)) 2.2«

[

2/99

keitsfunktion, die jedem Zeitpunkt x die Geschwindigkeit v zuordnet: v(x)=2,2-x. Dieses
Ergebnis entspricht der Funktion, die wir ndherungsweise mit Hilfe der gemessenen Daten

ermittelt haben.
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Mit dieser Aufgabenstellung sollte den Schilern die Bedeutung des Experiments in den Natur-
wissenschaften in Verbindung mit der Entwicklung von Modellen ndher gebracht werden. Ei-
nen Vorgang zu messen und die Daten auszuwerten ist seit Galilei ein wichtiges Fundament
der naturwissenschaftlichen Methode.

Eingebettet — weil hoffentlich motivierender — wurde die Geschwindigkeitsmessung in den
Kontext Verkehrskontrolle. Tatséchlich kbnnen Laserpistolen nur Abstdnde messen. Die Ge-
schwindigkeit muss berechnet werden. Anders ist das bei Radaranlagen: Hier wird eine Fre-
quenzanderung registriert (Dopplereffekt), mit deren Hilfe man dann die Geschwindigkeit be-
stimmt. Diese Anwendung ist also — bis auf die Grenzwertbildung — realistisch.

Die Schiler untersuchen bei der Bearbeitung der Aufgabe den Begriff der Geschwindigkeit
genauer. Dabei kann anhand der Aufgabenstellung ein Weg fiir den Ubergang von der mittle-
ren Geschwindigkeit zur Momentangeschwindigkeit und damit zum Differentialquotienten im
Unterricht gefunden werden.

Gunstig ware es, wenn die Schiler die Messung arbeitsteilig selbst durchflihren kénnten —
eventuell facherlbergreifend in Zusammenarbeit mit dem naturwissenschaftlichen Unterricht.
Dies wird sicherlich als spannend und interessant empfunden. Wenn dies nicht méglich ist, so
ist es zumindest glinstig, das Experiment als Demonstration vor der Klasse durchzuflihren.

Bitte beachten Sie, dass die Schiler zum selbststandigen Bearbeiten der Aufgaben die
Technik des Ausschneidens von Messwerten beherrschen missen. Sie ist in diesem Beitrag
auf S. 4 und S. 5 beschrieben.

Zum Ubergang mittlere Geschwindigkeit — Momentangeschwindigkeit

Dieses begriffliche Lernen wird anhand der Daten und durch den Ubergang zur Funktion vor-
bereitet. Der Grenzwertbegriff (die Zeitspanne geht gegen Null) selbst kann an dieser Stelle
plausibel eingeflhrt werden, sollte aber spéter auch mathematisch fundiert werden, um Fehl-
vorstellungen nachhaltig zu vermeiden.

An einer Stelle in diesem Beitrag setzen wir einfach u =1. Man miusste allerdings genauer
untersuchen, ob diese Grenzwertberechnung mathematisch tUberhaupt erlaubt ist. An dieser
Stelle wird man im Unterricht vielleicht ansprechen, dass man zuerst durch 1 — u kirzt — also
den Term stetig fortsetzt — und anschlief3end fiir u gleich 1 einsetzt.

Vorschldage zur Weiterarbeit

Auf der schiefen Ebene bietet sich die Messung der Beschleunigung in Abhangigkeit vom
Steigungswinkel an. Damit zusammenhangend kann die Formel fur die Kraft auf der schiefen
Ebene betrachtet werden.

Hupfender Ball: Ein ganz klassisches Experiment, bei dem man einen mdéglichst groen Ball
springen lasst, die Bewegung aufzeichnet (abnehmende Wurfhéhe) und die gemessenen
Daten mathematisch modelliert.

Man kann das Experiment noch authentischer gestalten, indem man die Beschleunigung eines
echten PKW oder eines Spielzeugautos (mit Aufziehmechanik) betrachtet. Die Erfahrung zeigt,
dass die dabei gewonnen Messwerte Uberraschend gut einer gleichmafRigen Beschleunigung
entsprechen.
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... aus einem Actionfilm
Andreas Pallack, Soest

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe Il (Analysis)
Dauer: 4-6 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schilerinnen und Schiler kénnen

e Steigungen von Geraden berechnen

e Graphen im Kontext interpretieren

e Tangenten geometrisch an Graphen legen
und deren Steigung bestimmen

e Tangenten an einem Weg-Zeit-Graphen
als Momentangeschwindigkeit deuten

© Christian Jakimowitsch - Fotolia.com

Bleibt der Wagen noch Prozessbezogene Kompetenzen, die mit

dieser Einheit gefordert werden kdnnen:

elnmal Stehen? Schulerinnen und Schiiler
e Uberprifen die Giltigkeit eines Modells im
1.1 BOG AUTO REELL U IPSonte>F()t o
e |6sen Probleme
ﬂ f1|:x:|_i_x4 3 x3+2 x2
400 5 2 Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese
Einheit verfolgt:
Schulerinnen und Schiiler
0.000111 ¢ bestimmen Ableitungen und Ableitungs-
T funktionen
/ """"" (10 ¢ analysieren ganzrationale Funktionen und
) ) Graphen ganzrationaler Funktionen
. X
(222.0]
Rolle der Technologie ( , TI-Nspire™ CAS):

e Visualisieren
e Ideen Uberpriifen, experimentieren
o Berechnen

Mogliche Zugange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Interpretieren von Graphen und Ermitteln von Steigungen
e Algebraisch: Berechnen von (Momentan-) Geschwindigkeiten

Hinweis:

Die selbststédndige Bearbeitung dieser Aufgabe setzt ein grundlegendes Verstandnis des
Umgangs mit Grenzwerten und ein begriffliches und geometrisches Verstandnis der Ablei-
tung sowie des Zusammenhangs zwischen zuriickgelegtem Weg und Geschwindigkeit
voraus. Je nach Stand und Leistungsfahigkeit der Lerngruppe kann die Aufgabe auch zum
Anlass genommen werden, um zentrale Grundvorstellungen zu festigen oder das begriffli-
che Versténdnis zu erweitern. Auf eine explizite Empfehlung zur Unterrichtsorganisation
wird deswegen verzichtet.
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Ein R&uber macht in seinem Wagen eine Pause. Plétzlich sieht er im Rickspiegel, wie sich ein
Polizeiauto nahert. Er startet den Motor und flieht. Doch nach einigen Metern geht sein Motor
aus und sein Wagen wird langsamer. Nach mehreren Versuchen springt der Motor wieder an.
Er tritt das Gaspedal bis zum Anschlag durch. Der Polizeiwagen kommt ndher und berthrt den
Fluchtwagen an der Stol3stange. Trotz der Warnung ,Briicke nicht befahrbar® beschleunigt der
Rauber weiter, rast ber eine Rampe, fliegt Gber einen Fluss und landet auf der anderen Ufer-
seite. So etwas gibt es nur im Kino, oder? (siehe unten)

Aufgabe 1: Zeichnen Sie von Hand ein Weg-Zeit-Diagramm, das zu der Geschichte passt.

Damit solche Stunts funktionieren, muss vorher alles penibel geplant werden. Das folgende
Modell der Verfolgungsjagd beschreibt einen méglichen Verlauf der Szene:

(1) Der Polizeiwagen bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit (25 m/s).

(2) Die Verfolgungsjagd dauert (vom Losfahren des Raubers bis zum Verlassen der Rampe)
insgesamt 16 Sekunden. In diesem Zeitraum kann der vom Startpunkt zurtickgelegte
Weg des Fluchtwagens durch

s(t) = 9/400 t* — 3/5 t° + 9/2 t?
beschrieben werden.

Arbeiten Sie bei den folgenden Aufgaben mit diesem Modell:
Aufgabe 2: Uberpriifen Sie, ob der Graph von s zu der Geschichte passt.

Aufgabe 3: In welchen Zeitintervallen beschleunigt der Fluchtwagen, wann wird er langsa-
mer?

Aufgabe 4: Bleibt der Wagen des Raubers nach dem Start noch einmal stehen? Begriinden
Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 5: Mit welcher Geschwindigkeit fahrt der Rauber auf die Briicke?

Aufgabe 6: An welcher Stelle miisste man an der Strecke eine Kamera platzieren, um den
Zusammenstol’ der beiden Autos mdéglichst gut filmen zu kénnen? Wo muss sich
dann der Polizeiwagen zum Zeitpunkt 0 befinden?

Aufgabe 7: Die Geschwindigkeit des Polizeiwagens soll verédndert werden. Kann man fir
jede Geschwindigkeit eine optimale Kameraposition zum Filmen des Zusam-
menstoRes bestimmen? Bei welchen Geschwindigkeiten wird die Verfolgungs-
jagd besonders dramatisch?

Auto landet im Kirchendach (Januar 2009)

Ein Polizeifahrzeug stand an einer Ampel in der sachsischen Klein-
stadt Limbach-Oberfrohna, als plétzlich ein schwarzer PKW ange-
schossen kam. Das Fahrzeug verfehlte eine Straflenabbiegung und
durchbrach ein Geléander. Dann raste das Auto mit hoher Geschwin-
digkeit eine leicht ansteigende Wiese hinauf, die wie eine Sprung-
schanze gewirkt haben muss. Das Auto landete 30 Meter weiter im 7
Meter hoch gelegenen Dachstuhl der Kirche. Nur ein wenig langsamer
und das Auto ware an die Wand geprallt.
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Aufgabe 1:
Mégliche Lésung:

Wichtige Details:
¢ Startpunkt nach der Pause
¢ Unterscheiden von Beschleu-
nigungs- und Abbremsphasen
e Berlhren der Stol3stangen
entspricht dem Berlhren der
Graphen

A‘LJF\-M-F '.__
Tevden

Das Zeichnen des Weg-Zeit-Diagramms enthalt bereits sehr viele der notwendigen inhaltlichen
Uberlegungen. Schiller bekommen so die Gelegenheit, einen angemessenen Graphen selbst
zu entwickeln und entwickeln damit einen fruchtbaren Nahrboden fiir die weiteren Interpreta-

tionen und die zugehérigen theoretischen Uberlegungen.

Aufgabe 2:

Die Applikation Graphs & Geometry wird gestartet, der
Funktionsterm eingegeben und so der Graph der Funktion
dargestellt (Funktionen zeichnen). Auch versierte Schile-
rinnen und Schiler beachten beim Zeichnen von Graphen
haufig nicht die Fenstereinstellungen. Das Bild, das man in
der Standardeinstellung sieht, hat natirlich mit der Ge-
schichte wenig zu tun. Erst nach Ermitteln sinnvoller Fens-
tereinstellungen lassen sich die markanten Merkmale des
Graphen identifizieren. Ein mdgliches Vorgehen zum Fin-
den geeigneter Einstellungen wird unten beschrieben.

Stellen Sie den Bildschirmausschnitt so ein, dass man den
hier wichtigen Teil des Graphen sieht (Koordinatenachsen
verandern). Das Intervall auf der x-Achse ergibt sich aus
der Aufgabenstellung: [0;16]. Ein geeigneter y-Bereich
kann z. B. durch systematisches Probieren gefunden wer-
den:

[-80,200], falls die Eingabezeile angezeigt werden soll.
[0,180], falls die Eingabezeile ausgeblendet wird [(=)+@)].

Aufgabe 3:

Die Geschwindigkeit des Wagens nach einer bestimmten
Zeit erhalt man durch die Steigung der Tangente. Zeich-
nen Sie nun eine Tangente an den Graphen und messen
Sie deren Steigung (Funktion ableiten: graphisch). Durch
Greifen des Punktes auf dem Graphen (auf den Punkt ge-
hen und [®] ungeféhr eine Sekunde drucken) kann der
Graph nun abgefahren und der Verlauf der Geschwindig-
keit untersucht werden.

1]

BOG AUTO REELL 0
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K

f1 LY)=L'I4‘—2'I3+
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[ BOG AUTO REELL 7]
¥
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20 .
! |
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()= -ZxP+ =2
@R 400 .5 | A
[ BOG AUTO REELL 7]
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© T° 2009 3/10

... aus einem Actionfilm 39



Titel der Einheit

Kopiervorlage | Lésungshinweise

Didaktischer
Kommentar

Zusatzmaterial

Um die Bereiche zu markieren, in denen der Wagen be-
schleunigt bzw. abbremst, sind hier Senkrechte zur x-
Achse gezeichnet (Linien besondere) und die Koordinaten
der Schnittpunkte mit der x-Achse angezeigt (Koordinaten
bestimmen).

Es ergeben sich drei Bereiche: Der Wagen beschleunigt
im Bereich ]0;3,32[, er bremst im Bereich ]13,32;10,01[ ab
und beschleunigt im Bereich ]110,01;16][.

Kommentar zu Aufgabe 3:

BOG AUTO REELL

|1.1
¥

20

9

el

9 3
) =——ud =P +—x?
400 =3 2
0.000111

3.32,0) 10.01,0)

Die Fahigkeit zur Interpretation der Bedeutung einer Tangente kann auch ohne Differenzial-
rechnung aufgebaut werden, z. B. durch die kontextorientierte Behandlung des Tangenten-
problems oder durch qualitative Betrachtungen’. Wichtig ist in dieser Phase, dass N&herungs-
I6sungen zugelassen und zur Diskussion gestellt werden. Mit Hilfe dieser graphischen Metho-
de kénnen die mit Blick auf die Fragestellung entscheidenden Punkte — hier die Wendepunkte
— nicht exakt lokalisiert werden. Wenn sich im Unterricht eine Diskussion Uber die Genauigkeit
der Werte ergibt, bietet es sich an, mit dem Zoom-Rahmen [¢=),(s>,2: Zoom-Rahmen] die
entscheidende Stelle ndher zu betrachten, bis ein (scheinbar) zufriedenstellender Kompromiss
gefunden wurde. So wird auch die Behandlung der ndchsten Aufgabe gut vorbereitet.

Aufgabe 4:

Im ersten Schritt sollte diskutiert werden, was unter ,der
Wagen bleibt stehen“ verstanden werden soll. Um-
gangssprachlich versteht man darunter, dass der Wagen
Uber eine bestimmte Zeitspanne an einem Ort bleibt. Ge-
sucht ist also ein Intervall, auf dem der Graph konstant die
Steigung 0 hat.

Die einzige Umgebung, die diese Eigenschaft potenziell
erfullen kénnte, ist in der Nahe von x = 10. Allerdings l&sst
sich die Tangente in der Regel nicht exakt platzieren, dass
die Steigung 0 auch angezeigt wird. Eine Méglichkeit, die
Tangente exakt zu platzieren, ist die manuelle Anderung
der x-Koordinate des Beruhrpunktes (Koordinaten veran-
dern).

Eher verstehensorientiert ist — aus meiner Erfahrung —
jedoch das folgende Vorgehen: Vergrofiern Sie den Bild-
schirmausschnitt immer weiter, bis eine Tangentenstei-
gung von 0 angezeigt wird. Bei hinreichender Vergrélie-
rung gelingt das sogar tber einem Intervall.

Doch kann man der Anzeige wirklich Glauben schenken?
Hat die Tangente nicht vielleicht doch noch eine ganz klei-
ne Steigung, die der Rechner nur nicht mehr anzeigen
kann?

CAS

Um das zu untersuchen, éffnen Sie zusatzlich die Applika-
tion Calculator. Im ersten Schritt wird untersucht, ob der
Graph von f1(x) in einer Umgebung von x = 10 konstant

1.1 BOG AUTO REELL i
o E] 3 9
ﬂ f1fx)=—-x4——-x3+—-x2
400 5
0'000111 ...................
x
I
(222.0]
| 1.1 BOG AUTO REELL i
v 9 3 9
) =——ud =P +—x?
400 5 2
0.000009
< &y >
0.000009
(9.99685,75)
x
| 1.1 BOG AUTO REELL i

¥

f1fx)=i_x4_£_x3+2_x2
400 5 2

(10,75)

' Auch das Beispiel ,Auf der schiefen Bahn? — Ermitteln der Geschwindigkeit® ist hier hilfreich, wenn man den
Ubergang von der mittleren zur momentanen Geschwindigkeit auch graphisch illustriert.
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ist. Wir betrachten dazu eine Parallele zur x-Achse mit | [ 12 BOG AUTO REELL [
dem Funktionswert f1(10). Existiert ein Intervall, auf dem | . e(rrlx)-75) 10 2
der Graph von f1 konstant ist, so existiert auch eine Paral- =y orx=10
Igle zur X-Achse, die mit dem Graphen von f1 unendlich (xo)-—ﬂ(xo)‘ﬂ(m) Fertig
viele gemeinsame Punkte hat. Wegen der Voriliberlegun- | ™"~ 5 10
gen kann die Parallele nur die Gerade mit der Gleichung |, (s 5900) 0.
y = 75 sein. Entsprechend ist die Gleichung f1(x) =75 zu |
I6sen. Es ergeben sich zwei L&sungen, von denen nur
eine im angegebenen Definitionsbereich liegt. Es gibt hier Ty
also keinen Abschnitt, auf dem die Funktion f1(x) konstant
Ist. [T 1.2 | BOG EXAKT REELL 0]
K== orx=1U a4
Im Screenshot rechts wird die mittlere Geschwindigkeit im ?
Intervall [x;10] berechnet. Setzt man einen Wert nahe bei | (o). 22&0r10) Fertig
10 ein, gibt der Rechner als Geschwindigkeit 0 aus, was x0-10
ms(9.9999) 0.

im Widerspruch zum exakt ermittelten Ergebnis steht: Eine
weitere Losung der Gleichung musste dann 9,9999 sein.
Das ist jedoch nicht der Fall.

msl9.9999) 1199991

400000000000000

=

4/99 |

Der Rechner rundet also im entscheidenden Moment. Ein Blick in die Kopfzeile zeigt an, dass
der Rechner auf AUTO gestellt ist; es wird entsprechend automatisch entschieden, ob Berech-

nungen exakt oder naherungsweise durchgefiihrt werden.

Verandern Sie die Doku-

menteinstellung ,Automatisch oder Naherung“ auf Exakt [(&),{(s)>,1: Dokumenteinstellungen,
Automatisch oder Néherung] und fuhren Sie die Rechnung wiederholt durch. Alternativ zum
Andern der Dokumenteneinstellungen kénnen die Zahlen auch als gemeiner Bruch eingege-

ben werden, also z. B. als 99999/10000.

Der Wagen bleibt also im Konzept ,Stehen bleiben bedeutet, dass der Wagen sich (ber ein
Zeitintervall nicht bewegt“ nicht stehen. Es gibt jedoch noch ein anderes, konkurrierendes
Konzept: Der Wagen bleibt stehen, wenn er die Geschwindigkeit Null hat. Das soll im Folgen-

den untersucht werden.

CAS

Rechnerisch zu bestimmen ist die Steigung der Tangente
an der Stelle 10. Die Bestimmung einer Tangente Uber die
Eigenschaft ,schneidet den Graphen nur in einem Punkt®
versagt, da das fir unendlich viele Geraden durch
P(10|75) auf dem Definitionsbereich gilt.

Im ersten Schritt kdnnte man versuchen, die Steigung der
Tangenten immer weiter anzundhern. Rechts sehen Sie,
dass auch sehr kleine Umgebungen betrachtet werden
kénnen. Sowohl Punkte links wie auch rechts der Stelle
x =10 auf dem Graphen ergeben positive Sekantenstei-
gungen.

Einige Schiler hdngen erfahrungsgemal hartnackig an
der Vorstellung, dass ,wenn die Punkte einer Sekante zu-
sammenfallen eine Tangente entsteht”. Diese Vorstellung
kann man zumindest ansatzweise erschuttern, indem man
die Stelle 10 einsetzt. Diese Demonstration liefert aber
kein neues, tragfahigeres Bild des Prozesses der Grenz-
wertbildung.

R 1.2 BOG EXAKT REELL

120000000000009
40000000000000000000000000000000000

»

ms(lO)
|

undef

A
400000000000000000000
1
me[10+—————————
1000000000000
=
]
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Unsere Empfehlung ist an dieser Stelle, die Grenzwertbil- | [F5] 12 BOG EXAKT REELL L

dung fir n gegen unendlich zu betrachten und eine Test-
folge mit Grenzwert 10 zu verwenden, um der Vorstellung,

dass ,Punkte zusammenfallen“ entgegenzuwirken: Der
Graph von 1/x berthrt auch die x-Achse nicht. Wir verzich-
ten an dieser Stelle auf weitere Erlduterungen und verwei-
sen auf den Artikel ,Grenzwertiges® in diesem Heft.

1 0
lima |#s| 10——
o n
. 1 0
lim |prs| 10+—
] n

119999999999991 . A
40000000000000000000000000000000000 {
b

Die Befehlszeilen zur Ermittlung des Grenzwertes kann in
der Form [lim(ms(10-(1/n)),n,infinity)] eingegeben werden.
Es ergibt sich sowohl fiir den Links- wie auch fiir den Rechtslimes jeweils 0% Die Schreibweise

lim ms(x)=0

Xo—10
kann als Zusammenfassung der beiden Grenzwertbildungen aufgefasst werden. Die Tangente
an dieser Stelle existiert also und ihre Steigung ist Null.

Kommentar zu Aufgabe 4:

Der Wagen hat zu einem Zeitpunkt die Geschwindigkeit Null. Jedoch existiert kein Intervall, auf
dem die Geschwindigkeit Null ist. Ob der Wagen stehen bleibt oder nicht ist also eine Frage
der Definition. Im Unterricht bietet es sich an, diese Frage auch unter aullermathematischen
Aspekten zu diskutieren. Z. B.: Man wirft einen Ball in die Luft und féngt ihn wieder auf. Bleibt
der Ball irgendwann in der Luft stehen?

Aufgabe 5:

Diese Aufgabe lasst sich im Wesentlichen analog zu Auf-
gabe 4 I6sen. An dieser Stelle liegt es jedoch auch nah,
die Definition der Sekantensteigung allgemeiner zu fassen.
Rechts finden Sie dazu einen Vorschlag. Die Grenzwert-
bildung ergibt eine Geschwindigkeit von ungefahr
52 m/s. An dieser Stelle lohnt es durchaus zu fragen, ob
hier auch der rechtsseitige Grenzwert gebildet werden
muss. Aufgrund des vorgegebenen Definitionsbereiches ist
das zwar praktisch méglich (der Rechner schrénkt die De-
finitionsmenge nicht ein), macht aber im Kontext der Auf-
gabenstellung keinen Sinn, da man Uber die Zeit nach 16
Sekunden nichts weil3.

BOG EXAKT REELL i

ms(x(},xr):=M Fertig [

x0-x7

1
lim (mrs]| 16-—,16
e n

1296

1296
25

51.84
25

1779

2 In der ,reinen Lehre“ miisste nun noch erdrtert werden, ob evtl. andere Folgen (die gegen 0 konvergieren) zu
anderen Ergebnissen fiihren kénnten.
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Aufgabe 6:
Wie bei den meisten Aufgaben in diesem Kontext muss die | [1.1 BOG EXAKT REELL [l

Anforderung der Aufgabe im ersten Schritt in ein Modell
Ubersetzt werden, um dann anschlieend mit dem Modell
nach Antworten zu suchen.

Das Beruhren der Stof3stange bedeutet, dass der Weg-
Zeit-Graph des Polizeiwagens genau einen gemeinsamen
Schnittpunkt mit dem des Fluchtwagens hat. Mit TI-
Nspire™ kann man dieses Problem auch graphisch |6sen.
Erzeugen Sie eine Gerade mit der Steigung 25 (Graph
einer Funktion zeichnen, siehe Eingabezeile im Screen-
shot).

Der Graph der Geraden kann verschoben werden. Suchen
Sie dazu die Gerade mit dem Zeiger ab. Wenn sich der
Zeiger in ein Pfeilkreuz verwandelt, greifen Sie die Gerade
und verschieben sie diese bis die beiden Graphen nur
noch einen gemeinsamen Punkt haben.

Durch Verschieben der Tangente zu diesem Punkt erhéalt
man zwei Absicherungen: Erstens kann die Steigung und
damit die Geschwindigkeit Uberprift werden, zweitens er-
halt man mit den Koordinaten auch den Standort der Ka-
mera: Sie muss ungefahr 109 Meter hinter dem Startpunkt
des Fluchtwagens platziert werden; Flucht- und Polizeiwa-
gen passieren diesen Ort nach ungefahr 14,4 Sekunden.
Der Polizeiwagen muss zum Zeitpunkt O ungeféhr 250
Meter vom Startpunkt des Fluchtwagens entfernt sein.
Diese graphische Lésung wird im Folgenden rechnerisch
abgesichert.

CAS

Mit Hilfe der erweiterten Funktion ms(x0,x1) kann auch die
Tangentensteigung an der Stelle x1 — also die Geschwin-
digkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt — ermittelt werden®.

Zu loésen ist nun die Gleichung v(t) = 25. TI-Nspire™ CAS
I6st diese Gleichung zwar nicht exakt, aber eine Nahe-
rungslésung kann bestimmt werden. Die Rechnung besta-
tigt die zuvor ermittelte graphische Lésung.

¥
bt 23,2 2
400 2

BOG EXAKT REELL

bt 23,2 2
400 2

25.278421779
(14.4143,109.347)

12(x)=26-x-250.88

*

A

1
lirn ms(x I-—x I)
o n

9xt-{x1-10)? )

100

BOG EXAKT REELL

0-xt-lx7-10)2
100

BOG EXAKT REELL

97> 9x7?
solve|———— +9-x =257
100
2500
w1-l72-20-x7+100 -

9x1”
nSolve| ———
100

9-x1?
—T +Qxf=257

® Hier abgebildet ist lediglich die linksseitige Grenzwertbildung; im Unterricht kann es sinnvoll sein, auch die

rechtsseitige zu Uberpriifen.
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Aufgabe 7:
Die Lésung dieser Aufgabe wurde bereits in Aufgabe 6 BOG EXAKT REELL [l

vorbereitet. Die Geschwindigkeit des Fluchtwagens an
jeder Stelle zu kennen, erlaubt die Erbrterung der Frage-
stellungen.

Offnen Sie eine neue Applikation Graphs & Geometry.
Zeichnen Sie den Graphen der Geschwindigkeitsfunktion
(Graph einer Funktion zeichnen).

Das Untersuchen des Graphen ergibt, dass Geschwindig-
keiten von ungeféhr 13,3 m/s bis 52 m/s (Geschwindigkeit

beim Befahren der Briicke) geeignet sind, um eindeutige i

Lésungen zu erhalten. In diesen Féllen gibt es jeweils nur
eine Stelle, an der die Kamera platziert werden kénnte.

Komplexer wird es, wenn Geschwindigkeiten des Poli-
zeiwagens von bis zu 13,3 m/s betrachtet werden. Im Sin-
ne der Geschichte kommen fiir das Berihren der Stol3-
stangen nur Zeitpunkte nach 10 Sekunden in Betracht,
was die L&sung wieder eindeutig macht.

Schiler nennen héufig als besonders dramatische Situ-
ation, dass der Polizeiwagen den Fluchtwagen zweimal
anstofRen soll. Diese Situation l&sst sich mit der in Aufga-
be 5 beschriebenen Technik gut finden. Die innermathe-
matische (exakte) Lésung ist eine spannende Problemlo-
seaufgabe. Hinweise dazu finden Sie am Ende dieses Ar-
tikels.

Bezogen auf den Kontext erscheint die mégliche Lésung
nicht mehr so spannend: Der Polizeiwagen musste sich
dann mit ungeféhr 6,7 m/s (das sind rund 25 km/h) bewe-
gen und beim Start ungefahr 3 Meter hinter dem Flucht-
wagen sein.

O

[Hochpunid]
5/(_ 3.33333,13:3333) x
BOG EXAKT REELL i

bt 23,2 2
400 2

6.344883816
(12.3358,79.8027 )

12(x)=6.73-x-3.09

x
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Die Aufgabe ,... aus einem Actionfilm* lebt vom Wechselspiel zwischen Anschauung und ma-
thematischer Exaktheit. Entwickelt wurde sie, um kontextorientiert sowohl die Berechnung der
Ableitung an einer Stelle wie auch die Ableitungsfunktion einzufiihren.

Empfohlen wird, vorab mit den Schilern den Grenzwertbegriff (z. B. anhand 1/x fir x—0 oder
x—*w) zu thematisieren. Typischen Fehlvorstellungen, wie ,Grenzwertbildung bedeutet einset-
zen“ oder ,Man geht immer naher ran, bis es dann Ubereinstimmt‘ kann durch Nutzung der
Technologie entgegengewirkt werden. Einsetzen fihrt hier zur Fehlermeldung, die inhaltlich
interpretiert werden muss.

Ebenfalls sollte die Erweiterung des geometrischen Tangentenbegriffs auf einen analytischen
gut vorbereitet sein. Hilfreich sind sicher die Thematisierung des Tangentenproblems am Bei-
spiel der Parabel sowie qualitative Betrachtungen im Kontext Geschwindigkeit (siehe dazu den
Beitrag ,Auf der schiefen Bahn? — Ermitteln der Geschwindigkeit“ in diesem Heft). Dabei leis-
ten einfache Messgeréate — wie das Abstandsmessgerat CBR2 — gute Dienste.

Der Einsatz eines Computer-Algebra-Systems erlaubt dabei die Konzentration auf das Wesent-
liche: Dem Aufbau adaquater Vorstellungen zentraler Begriffe. Beim Tangentenproblem kann
das bedeuten, dass man die Frage ,Wann hat eine Gerade mit der Parabel genau einen
Schnittpunkt® erst inhaltlich erértert und dann mit verschiedenen Methoden untersucht. Hier
dargestellt sind die algebraische Untersuchung sowie die zugehdérige graphische Darstellung
des Ergebnisses.

1.1 BOG AUTO REELL ] 7 1.2 BOG AUTO REELL ]
solveLx =a-x+b,xJ = a - o5 1y
( aZ+da-b —a) Ja2+ab +a —Fr—
= or x= ~10. 10.
2 2 f10c) =2
solve(a2+4-b=0,b) b—ﬁ N z
4 20)=tlx)
2 Ferti
S Fertig
4: Jicd
143 ®F f20)=tl) A

Das Tangentenproblem bearbeitet mit TI-Nspire™ CAS

Zur Lésung der vorgestellten Aufgaben missen die Schiler mathematische Verfahren ent-
wickeln. Die Technologie kann dabei eine Hilfe sein. Allerdings missen die Schiler dafir
wissen, wie man Graphen zeichnet, Tangenten an Graphen legt und wie man Gleichungen mit
Hilfe der Technologie 18st. Sie bendtigen also einige Nutzungskompetenzen.

Ob die Bezeichnungen ,Ableitung an einer Stelle* und ,Ableitungsfunktion® bereits bei der
Behandlung der Aufgabe oder erst danach thematisiert werden, sollte situativ entschieden
werden. Beide Wege sind mdglich und gangbar, wobei ich es préferiere, die Bezeichnungen so
spat wie mdglich — also erst nachdem die Schiuler eine klare inhaltliche Vorstellung gewonnen
haben — zu nutzen.

Aus meiner Sicht spricht auch nichts dagegen, diesen Kontext langfristig zur Veranschauli-
chung und Selbstvergewisserung zu nutzen. Bei der Behandlung konkreter Ableitungsregeln
oder dem Herleiten von Kriterien fiir die Existenz von Extrema erscheint er mir eher hinderlich,
da diese Uberlegungen rein innermathematischer Natur sind.

Literatur/Quellenangaben
Fiar den Voyage™ 200 findet man ein ahnliches Beispiel in:
Pallack, Andreas (2006). Mit CAS zum Abitur. Schroedel-Verlag, Braunschweig.
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Problemiéseaufgabe ,,Doppelte Beriihrung“

CAS

Die Aufgabe ,... aus einem Actionfilm® beinhaltet eine interessante mathematische Fragestel-
lung zu Graphen von Polynomen vierten Grades. In der letzten Aufgabe wird die Mdéglichkeit
diskutiert, dass der Polizeiwagen den Fluchtwagen insgesamt zweimal an der Stof3stange
beruhrt. Ubersetzt in die graphische Darstellung bedeutet das, dass die lineare Funktion ge-
sucht ist, deren Graph den Graphen der Funktion vierten Grades an exakt zwei Stellen berihrt.

| til12]13] BOG EXAKT REELL 0]
¥ Q9 3 9
) =——ud =P +—x?
400 s 2

( 12.3858,79.8027 )

6.344883816

12(x)=6.73-x-3.00

x

Eine Gerade berlhrt den Graphen des Polynoms vierten Grades an zwei Stellen

Wir haben zwei Lésungsideen durchgespielt, die beide zum gleichen (exakten) Ergebnis fih-

ren:

(1) Man definiert eine Tangentengleichung

sl 2322

t(x,a), welche fir jede Stelle a die Tangente 0 5 2
an dem Graphen bestimmt. Nun berechnet | ()

man die Anzahl der Schnittpunkte dieses _
Graphen mit dem Graphen der gegebenen |““ =
Funktion s. Im gesuchten Fall missen es
exakt zwei Ldsungen sein, weswegen not-

la(a,x):ffh(a)-(xfu)ﬂ(a)

snlve(s(t)—m(a‘l),t)

209-a2-120-a+100) —3-a-+40 . ( 2-(9-a2—120-a+100)+3-a—40)
- or i~

wendig zwei der Lésungen zusammenfallen | ¢ 3

missen. Man erhéalt die gesuchte Geraden-

gleichung.

or i=a
3

snlve( 2-(9-u27120-u+100)—0‘uj

a=

wifs-2)  10{f 2
3 3

IR

3

20 25
39

7/99

(2) Wir betrachten eine Sekante k(x,r,l), die mindestens die Punkte (I|k(l)) und (r|k(r)) mit
dem Graphen von s gemeinsam hat. Das Integral Gber die Differenz von f und k von |
bis r hat ein lokales Extremum, wenn s die Gerade entlang von k genau an zwei Stellen
berthrt. Dieses Extremum lasst sich mit Hilfe der Differenzialrechnung finden. Diese
Ldsung ist deutlich aufwandiger als (1), weswegen wir auf das Abdrucken verzichten.

Man findet die zugehérige TI-Nspire™ Datei jedoch auf der Materialdatenbank (www.ti-

unterrichtsmaterialien.net).

Die Aufgabe l&sst sich erweitern bzw. variieren. Z. B. kann man die Frage stellen, wann die
notwendige ,Delle im Graphen® bei Polynomen vierten Grades Uberhaupt existiert? Kann man
die Menge aller Funktion konstruieren, die eine solche ,Delle“ haben? Lasst sich das Problem

auch allgemein — also fir alle geeigneten Funktionen vierten Grades — |6sen?
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Steigung und Ableitungsfunktion
Wilfried Zappe, Goetheschule limenau
Steckbrief der Aufgabe
Sekundarstufe Il

(Ableitung und Ableitungsfunktion)
Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schiiler

e verbinden mit dem Begriff ,Ableitung ei-
ner Funktion f an einer Stelle x,“ den
Anstieg der Tangente an den Graphen
von f an dieser Stelle

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit
dieser Einheit geférdert werden kénnen:
Schulerinnen und Schiiler

e nutzen mathematische Darstellungen

e gebrauchen Hilfsmittel zielgerichtet

Kann man den Zusam- e erlangen solide Kenntnisse (ber die Be-

deutung der Parameter von linearen,

i i

menhang ZWISChen quadratischen und Sinusfunktionen
f und f sehen? o
Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese
| 1.1 BoG auto Reell M Einheit verfolgt:
Ay Schilerinnen und Schler

e erlautern funktionale Zusammenhange

e erweitern ihr Versténdnis des Ableitungs-
begriffs

¢ finden einige Ableitungsregeln

-0.401675 f1(x)=sin(x)

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ und TI-Nspire™ CAS)
e Visualisieren
e Experimentieren

Mogliche Zugédnge, die von der Technologie unterstiitzt werden:

e Graphisch: Funktionen durch Eingabe oder als geometrischen Ort visualisieren

o Algebraisch: algebraische Bestatigung der durch geometrisches Entdecken vermuteten
Ableitungsterme

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:
e kooperatives Lernen in Form eines Gruppenpuzzles (Materialien liegen bei)
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Aufgabe 1:

Um sich als Radfahrer auf eine Tour gut einstellen zu kénnen, bieten Webseiten (z. B.
www.radroutenplaner.nrw.de) Steigungsdiagramme an. Bei dieser Aufgabe kénnen Sie
nachvollziehen, wie man von Landschaftsprofilen zu solchen Steigungsdiagrammen kommt.

Stellen Sie sich dazu vor, dass ein kleines Fahrrad ein Landschaftsprofil — bestimmt durch
den Graphen einer Funktion — entlangféhrt.

Héhenmeter
Berggipfel
I Q& \
@ ((c,( Punkt maximaler Steigung
\@
& Talsohle
maximale Steigung
Talsohle
)
Steigung
()
i

Vervollstdndigen Sie das Steigungsdiagramm. Das Schild zeigt — genau wie auch die Schil-

der im StraRenverkehr — die maximale Steigung auf dem Streckenabschnitt an. Erlautern Sie
mdglichst viele Zusammenhange zwischen den beiden Diagrammen.
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Aufgabe 2:

Sie sollen nun — nachdem Sie in Aufgabe 1 ,Zusammenhéange zwischen Funktion und Stei-
gungsdiagramm’ untersucht haben — herausfinden, welche Zusammenhé&nge zwischen dem
Graphen vorgegebener Funktionen und den Graphen ihrer ,Steigungsfunktionen® (Ablei-
tungsfunktionen) bestehen. Arbeiten Sie in Gruppen (Gruppenpuzzle).

Experimentieren Sie mit der Datei ,Steigung.tns®. Sie erhalten diese Datei von |lhrer Lehrerin
oder lhrem Lehrer.

1. Expertenrunde:
Jede Gruppe bearbeitet zunachst dieselbe Teilaufgabe. Dann werden in jeder Gruppe
eine spezielle Funktion und die zugehérige Ableitungsfunktion untersucht. Gruppe F
kann sich ggf. noch mit einer interessanten Verallgemeinerung beschéftigen.

2. Unterrichtsrunde:

Jetzt werden die Gruppen neu gemischt. In jeder der neuen Gruppen soll (mindestens)
ein Experte aus den vorigen Gruppen sitzen. Nun werden reihum in jeder Gruppe die
Ergebnisse der Expertenrunde vorgestellt. Die Ergebnisse der Unterrichtsrunde sollen

gesammelt werden, z. B. auf Folien.

3. Prasentations- und Sammelphase:

Nun werden alle Ergebnisse vorgestellt und zusammengefasst.

Hinweise zum Experimentieren mit der Datei ,,Steigung.tns“

Der Graph der Funktion y = f(x) = x* + 1 wird mit zuge-
hériger Tangente in einem (schwarz gefillten) Kurven-
punkt P(xo; f(xo)) dargestellt.

Die angezeigte Zahl gibt den Wert f'(xo) der Tangen-
tensteigung in diesem Punkt an.

Der als heller Kreis gezeichnete Punkt hat die Koordi-
naten Q(xo; f(Xo)). Er wurde so konstruiert, dass er im-
mer dieselbe x-Koordinate wie der ,schwarze“ Punkt
hat und seine y-Koordinate dem Wert der Steigung der
Funktion f an dieser Stelle entspricht.

Greifen Sie den ,schwarzen® Punkt P und bewegen Sie
ihn entlang des Graphen von f.

Beobachten und begrinden Sie Veradnderungen, die
der ,weilRe” Punkt Q dabei erfahrt. Sie kbnnen die La-
geveranderung von Q besser beobachten und beurtei-
len, wenn Sie den geometrischen Ort des ,weilten”
Punktes Q erzeugen.

)

B

0G auTo ReelL B

A

R T

0619612

B

0G auTo ReelL B

A

) y_,..-"ﬂ(x)qﬁ +17
raph 1

3.

-1.5162

o
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Auftrage fiir die Gruppen

Qs

Verschieben Sie den Graphen der Funktion f in Richtung der y-Achse. Begriinden
Sie, weshalb sich der Graph der Ableitungsfunktion nicht andert. Welche Zusam-
menhénge zwischen den Graphen von f und f kdnnen Sie entdecken, wenn Sie
den Graphen von f in x-Richtung verschieben oder die Offnungsweite der Parabel
verandern?

Verandern Sie die Gleichung der Funktion f1 zu f1(x) = sin(x). (Ihre Konstruktion
der Ortskurve der Ableitungsfunktion bleibt dabei erhalten.) Prifen Sie, welche
Gleichung die Ableitungsfunktion von y = sin(x) haben kénnte.

Verandern Sie die Gestalt der Sinusfunktion. Untersuchen Sie den Zusammen-
hang zwischen dem Graphen der Sinusfunktion und der zugehd&rigen Ableitungs-
funktion. (Sie kdnnen durch Eingabe der vermuteten Gleichung unter f2(x) testen,
ob lhre Vermutung stimmt.)

Verschieben Sie den Graphen der Funktion f in Richtung der y-Achse. Begrinden
Sie, weshalb sich der Graph der Ableitungsfunktion nicht dndert. Welche Zusam-
menhédnge zwischen den Graphen von f und f kdnnen Sie entdecken, wenn Sie
den Graphen von f in x-Richtung verschieben oder die Offnungsweite der Parabel
andern? Andern Sie die Gleichung der Funktion f1 zu f1(x) = cos(x). (Ihre Kons-
truktion der Ortskurve der Ableitungsfunktion bleibt erhalten.) Prufen Sie, welche
Gleichung die Ableitungsfunktion von y = cos(x) haben konnte.

Andern Sie die Gestalt der Kosinusfunktion. Untersuchen Sie den Zusammen-
hang zwischen dem Graphen der Kosinusfunktion und der zugehérigen Ablei-
tungsfunktion. (Sie kénnen durch Eingabe der vermuteten Gleichung unter f2(x)
testen, ob lhre Vermutung stimmt.)

Verschieben Sie den Graphen der Funktion f in Richtung der y-Achse. Begrinden
Sie, weshalb sich der Graph der Ableitungsfunktion nicht dndert. Welche Zusam-
menhédnge zwischen den Graphen von f und f kdnnen Sie entdecken, wenn Sie
den Graphen von f in x-Richtung verschieben oder die Offnungsweite der Parabel
andern?

Ersetzen Sie den Funktionsterm von f1 durch 1/x und untersuchen Sie den Zu-
sammenhang zwischen Original- und Ableitungsfunktion. (lhre Konstruktion der
Ortskurve der Ableitungsfunktion bleibt erhalten.) Versuchen Sie eine Gleichung
fur die Ableitungsfunktion zu finden. (Sie kénnen durch Eingabe der vermuteten
Gleichung unter f2(x) testen, ob lhre Vermutung stimmt.)

Schieben Sie den Graphen der Funktion f in Richtung der y-Achse. Begriinden
Sie, weshalb sich der Graph der Ableitungsfunktion nicht dndert. Welche Zusam-
menhédnge zwischen den Graphen von f und f kdnnen Sie entdecken, wenn Sie
den Graphen von f in x-Richtung verschieben oder die Offnungsweite der Parabel
andern?

Ersetzen Sie den Funktionsterm von f1 durch 1/x* und untersuchen Sie den Zu-
sammenhang zwischen Original- und Ableitungsfunktion. (Ihre Konstruktion der
Ortskurve der Ableitungsfunktion bleibt erhalten.)

Finden Sie eine Gleichung fir die Ableitungsfunktion. (Sie kdnnen durch Eingabe
der vermuteten Gleichung unter f2(x) testen, ob lhre Vermutung stimmt.)
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Schieben Sie den Graphen der Funktion f in Richtung der y-Achse. Begriinden
Sie, weshalb sich der Graph der Ableitungsfunktion nicht andert. Welche Zusam-
menhédnge zwischen den Graphen von f und f kdnnen Sie entdecken, wenn Sie
den Graphen von f in x-Richtung verschieben oder die Offnungsweite der Parabel
verandern?

Ersetzen Sie den Funktionsterm von f1 durch 2* und untersuchen Sie den Zu-
sammenhang zwischen Original- und Ableitungsfunktion. (lhre Konstruktion der
Ortskurve der Ableitungsfunktion bleibt erhalten.) Bestimmen Sie eine Gleichung
fur die Ableitungsfunktion. (Sie kénnen durch Eingabe der vermuteten Gleichung
unter f2(x) testen, ob Ihre Vermutung stimmt.)

Verschieben Sie den Graphen der Funktion f in Richtung der y-Achse. Begriinden
Sie, weshalb sich der Graph der Ableitungsfunktion nicht dndert. Welche Zusam-
menhédnge zwischen den Graphen von f und f kénnen Sie entdecken, wenn Sie
den Graphen von f in x-Richtung verschieben oder die Offnungsweite der Parabel
andern?

Ersetzen Sie den Funktionsterm von f1 durch a* mit a > 0 (Tipp: Fur a einen
Schieberegler erstellen) und untersuchen Sie den Zusammenhang zwischen Ori-
ginal- und Ableitungsfunktionen. (Ihre Konstruktion der Ortskurve der Ableitungs-
funktion bleibt erhalten.)

Die Graphen der Ableitungsfunktionen von y = a* mit a > 0 haben einen ahnlichen
Verlauf wie die Graphen der Originalfunktionen. Es gibt Zahlen fir a, bei denen
die Graphen der Ableitungsfunktionen oberhalb, und andere, bei denen sie unter-
halb der Originalfunktionen verlaufen. Versuchen Sie eine Zahl a zu finden, fir die
der Graph der Ableitungsfunktion méglichst gut mit dem der Originalfunktion
Ubereinstimmt.

© T° 2009
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Lésungshinweise zur Aufgabe 1

Gut zu erkennen sind Zusammenhéange zwischen der Steigung mit dem Wert 0 und entspre-
chenden Maxima bzw. Minima, sowie der Zusammenhang zwischen Monotonie und Vorzei-
chen der Ableitung. Auch die maximale Steigung im Landschaftsprofil und das Maximum der
Ableitungsfunktion sind erkennbar.

Das vervollstédndigte Steigungsdiagramm sieht so aus:

0.1

Diese Uberlegungen kénnen auch in den Untersuchungen der Aufgabe 2 wieder aufgegriffen
werden.

Lehrerhinweise zum Erstellen der Datei ,,Steigung.tns“

Die Applikation Graphs & Geometry 6ffnen. T1h BoG AuTo REeLL [l
AY

! x
i

® & fil)= |2

Graph der Funktion f1(x) = x* + 1 zeichnen. 11| goG AuTo Reell M
AY

f1(x)=x2+1

! x
i

® & 720 N
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Zeichnen Sie eine Tangente an den Graphen von f1 (Funk- [11 BOoG AuTo Rell M
tion ableiten: graphisch) und messen Sie deren Steigung. 24 1y i{x)=x2+1
; 0619612 .
& i
k

Ubertragen Sie das MaR der Tangentensteigung auf die y-
Achse. Sie finden in den Menls dazu eine Option MaR3-
libertragung. Wahlen Sie die Option aus, klicken Sie die
gemessene Steigung und anschliefend die gewlnschte
Achse an.

Konstruieren Sie eine Senkrechte durch den soeben er-
zeugten Punkt (Linien, besondere) zur y-Achse und eine
zweite Senkrechte zur x-Achse durch den Berihrpunkt der
Tangente.

Bestimmen Sie den Schnittpunkt der beiden Senkrechten
(Punkt, Schnittpunkte).

Der Schnittpunkt hat als x-Koordinate also denselben Wert
wie der BerUhrpunkt der Tangente und als y-Wert das Mal}
der Tangentensteigung.

Verstecken Sie die beiden Senkrechten und den Punkte
auf der y-Achse (Objekte verstecken).

Der Schnittpunkt erhalt mit Hilfe von Attributen ein anderes
Aussehen.

BOG AUTO REELL

Ty f1(x)=x2+1

0619612

BOG AUTO REELL

? Y f{x)=x2+1

0619612

0619612

BOG AUTO REELL

Ty f1(x)=x2+1

0619612
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Lésungshinweise zu den Gruppenauftrdagen:

Bei Verschiebung des Graphen in y-Richtung andert sich
der Graph der Ableitungsfunktion nicht, weil sich die An-
stiege an den Stellen xo nicht &ndern.

Bei Verschiebung in x-Richtung entstehen Ableitungsfunk-
tionen, die zueinander parallele Geraden sind.

Bei Veranderung der Offnungsweite der Parabel entstehen

als Ableitungsfunktionen Geraden, die steiler oder flacher

verlaufen als bei der Originalfunktion.

Verédndern Sie den Term der Funktion f1 zu sin(x) (Graph
einer Funktion zeichnen).

Die Konstruktion der Ortskurve der Ableitungsfunktion
bleibt erhalten.

Der Graph der Ableitungsfunktion entspricht dem Graphen
von cos(X).

)

BOG AUTO REELL

A

y S
raph 1 @

-1.5162

A o

m BOG AUTO REELL i
Ay
h o
-0.401675 f1(x)=sin(x)

Verandert man den Graph der Sinusfunktion (Graph einer =&

Funktion zeichnen), so ergeben sich analoge Veranderun-
gen der Ableitungsfunktion.

Fir die Ableitung von f1(x) = 1/x erhalt man den Term
-11%2.

BOG AUTO REELL

Ay

)

f1{x)=2.08+sin(0.99-x)

Fir die Ableitung von f1(x) = 1/x* erhdlt man den Term [11] BOG AUTO REELL [l
-2/,
1
f)=—
x2
X
-9.94 10.06
»
54 Steigung und Ableitungsfunktion 8/10 © T° 2009



Didaktischer

Titel der Einheit Kopiervorlage | Lésungshinweise Kommentar Zusatzmaterial
Die Graphen der Ableitungsfunktionen vony = a*mita >0 [11] BoG auTo Reell M
haben einen &hnlichen Verlauf wie die Graphen der Origi- ry oy

nalfunktionen.

Es gibt Zahlen fir a, bei denen die Graphen der Ableitungs- g%
funktionen oberhalb, und andere, bei denen sie unterhalb ]
der Originalfunktionen verlaufen.

274228

Sie kénnen die Zoom-Eunktionen des Rechners nutzen, um [, BOG AUTO REELL W
eine mdglichst gute Ubereinstimmung vom Graphen der _|$'£
Original- und der Ableitungsfunktion zu erzielen.
Die so gefundene Basis a ergibt eine Naherung fir die Eu-
lersche Zahl e.
7.12764 5 f1(x)=(2_'.?)x
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Die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle x, sollte vor der Nutzung dieser Datei behandelt
worden sein. Eine sehr gute Unterstutzung dafur findet man z. B. bei Grabinger (2008).

Mit Hilfe der vorliegenden Datei wird der Ubergang von der Ableitung einer Funktion f an einer
Stelle xo zur Ableitungsfunktion visualisiert. Bei der Art der Visualisierung gehen die Meinungen
auseinander. Hier gewahlt wurde der geometrische Ort, der alle Punkte in Form eines Graphen
reprasentiert. Mit TI-Nspire™ ist es auch méglich, sich eine (Punkt-) Spur anzeigen zu lassen.
So wird klarer herausgestellt, dass der entstehende Graph aus der Steigung an vielen Stellen
aufgebaut ist. Es hat allerdings den Nachteil, dass man beim Verdndern der urspringlichen
Funktion die Spur I6schen und neu erstellen muss, da ansonsten die Punkte der vorhergehen-
den Funktion stehen bleiben. Je nach Intention muss sich die Lehrkraft also fur die eine oder
die andere Methode entscheiden.

Die Schiiler werden beim Bearbeiten der Aufgaben Vermutungen fiir Ableitungsregeln entwi-
ckeln. Ihre Vermutungen begriinden sich auf der Anschauung, welche die Graphen liefern.

Das reicht, um die Vermutungen zu falsifizieren; liefert aber keinen Beweis. Entsprechend
sollten zumindest exemplarisch einige Ableitungsregeln auch mit Hilfe des Grenzwertes des
Differenzenquotienten nachgewiesen werden, um die geometrischen Entdeckungen algebra-
isch zu bestatigen.

Ein anschaulicher Zugang zu einer Besonderheit der Eulerschen Zahl e kann gelingen: Die
Funktion y = €* ist diejenige Funktion, bei der Original- und Ableitungsfunktion identisch sind.

Es ist durchaus sinnvoll, die Schilerinnen und Schiiler die Datei selbst erstellen zu lassen,
damit sie bei ihrer Anwendung auch die inhaltlichen und technischen Hintergriinde verstehen.

Greift man im Unterricht immer wieder auf eine argumentative, anschauliche Basis zuriick und
verlasst sich nicht nur auf das Kalkil, werden die Lernenden auch diese Facette des Ablei-
tungsbegriffs nachhaltig verinnerlichen. Dann wird es den Schilern erfahrungsgemaf nicht
schwerfallen, Zusammenhange zwischen dem Graphen einer Funktion und ihrer Ableitungs-
funktion auch ohne Hilfsmittel zu beschreiben.

Literatur/Quellenangaben
Grabinger, Benno (2008): TI-Nspire™ Dokument: Elektronische Arbeitsblatter? In: T3-Akzente
»...aller Anfang ist leicht“, Andreas Pallack & Barbel Barzel (Hrsg), S. 9-10.

Diagramme ,Landschaftsprofil“ und ,Steigung*:
http://www.brinkmann-du.de/mathe/gost/diff 01_02.htm
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Lokale lineare Approximation
E. Bichler, Landshut

Steckbrief der Aufgabe
Sekundarstufe Il (Ableitungsbegriff)

Dauer: mindestens 2 Unterrichtsstunden
(abhangig vom Grad der Vertiefung)

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schiiler

e verflgen Uber grundlegende Kompe-
tenzen zur Nutzung der Technologie

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit
dieser Einheit geférdert werden kénnen:
Schulerinnen und Schiiler

Ist jeder Funktionsgraph |« entdecken

Uberprifen

irgendwann gerade? e verffizieren
e bilden Hypothesen

Foto: © Jacek Chabraszewski - Fotolia.com

m BOG AUTO REELL ! In_haltst?ezogene Kompetenzen, die
diese Einheit verfolgt:

Schilerinnen und Schuler

e beschreiben die Linearisierung mathe-
matisch

e erldutern den Zusammenhang von
Linearisierung und Tangente

e verwenden die Methode der Linearisie-
rung zur Bestimmung von Ableitungen

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ / TI-Nspire™ CAS)
e Visualisieren
o Konstruieren
e Berechnen

Mégliche Zugédnge, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Linearisierung; Restglied
o Numerisch: numerische Betrachtung der Reste, der Ndherung
e Algebraisch: Linearisierung
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Aufgabe 1:

Stellen Sie den Graphen der Funktion f: x > x* dar und vergréRern Sie mehrfach die Umge-

bung um einen Punkt (x|f(x)). Variieren Sie die betrachteten Punkte. Wahlen Sie auch andere
Funktionsterme.

Bereiten Sie sich darauf vor, Ihre Beobachtungen und Schlussfolgerungen zu prasentieren.
Nutzen Sie dabei auch geeignete Darstellungen auf Ihrem Rechner.

}{. ...................................................................................................

Aufgabe 2:
Wenn man nur die Umgebung eines Punktes betrachtet, so stimmt der Graph mit dem Gra-
phen einer Geraden nahezu lberein. Bestimmen Sie eine lineare Funktion, deren Graph das

bei der Normalparabel an der Stelle 4 leistet. Variieren Sie dann sowohl die Stelle, wie auch
den Funktionsterm.

BOG AUTO REELL L

R Exie]

»

Aufgabe 3:

Wir wollen die Naherungsgerade an der Stelle (x0|f(x0)) betrachten und wéhlen dazu eine
Stelle x0 + h in der Umgebung (wir beschrénken uns auf eine Stelle rechts von x0; siehe Skiz-
ze unten). Offenbar kann man schreiben:

f(x0+h)=f(x0)+m-h+r(h),

wobei m die Steigung unserer Naherungsgerade ist. Der Unterschied der beiden Funktionswer-
te besteht also aus zwei Teilen, ein Teil rihrt von der Ndherungsgerade her, der andere wird
einfach als ,Rest‘r(h) bezeichnet, welcher von h abhangt.

Zeichnen Sie den Graphen zu f(x) =x* und 4 f(x)
konstruieren Sie eine Gerade durch den Punkt

(4]16). Bestimmen Sie h und r(h) mit Hilfe einer f(x0+h) -
Wertetabelle. Wie verhalt sich r(h) bzw. r(h)/h

far kleine h, wenn

(a) die Gerade den Graphen schneidet,
(b) sich die Gerade an den Graphen an- f(x0)--
schmiegt?

f(x0+h)
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Aufgabe 1: Das Funktionenmikroskop

Diese Aufgabe bereitet den Boden fir ausfuhrlichere Dis-
kussionen: Zur Bearbeitung 6ffnen Sie eine Applikation
Graphs & Geometry und zeichnen den angegebenen
Graphen.

Hier soll exemplarisch anhand des Graphen von f(x) = x°
gezeigt werden, welche Beobachtungen mit dem Arbeits-
auftrag intendiert werden. Wir setzen dazu einen Punkt auf
den Graphen an die Stelle (4|16). Dabei werden auch die
Koordinaten des Punktes angezeigt (Koordinaten bestim-
men).

Auswahlen des Zoom-Werkzeugs (Graph zoomen) und
mehrfaches Klicken (bereits zweimal reicht aus) lasst fol-
gende Vermutung zu:

In einer Umgebung des Punktes (4|16) verlauft der Graph
wie eine Gerade, also wie der Graph einer linearen Funkti-
on.

BOG AUTC REELL

oy .-"'

Die Vermutung, dass die Graphen ,irgendwann linear werden’, wird vermutlich durch die
meisten Funktionen, die die Schiller auswahlen, bestéatigt (auRer wenn bereits Funktionen wie
|x| behandelt wurden). Dieser gefundenen Naherungsgeraden soll nun nachgegangen werden.
Im Sinne einer propédeutischen Begriffsentwicklung kann man die Gerade, die den Punkt
enthalt und nicht vom Graphen zu unterscheiden ist, wenn man sehr nah an dem Punkt ist,
bereits Tangente nennen. Die im Basisbeitrag beschriebene Schwierigkeit beim Ubergang von
der Sekante zur Tangente kann hier nicht auftreten, da bei dieser Definition kein Grenziiber-

gang erfolgt.
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Aufgabe 2:

Diese Aufgabe kann unterstiitzen, die Gleichung einer solchen Naherungsgeraden zu finden.
Naheliegend ist es, die Werkzeuge der dynamischen Geometrie zu verwenden, um eine Gera-
de zu zeichnen und ihre Gleichung anzeigen zu lassen. Wir wahlen hier einen anderen Weg,
der zum einen Kenntnisse aus der Sekundarstufe | reaktiviert und zum anderen hilfreich beim

weiteren Vorgehen ist.

Grundidee ist, dass die Gerade immer durch den Punkt auf
dem Graphen laufen soll. Im ersten Schritt werden dazu
die Koordinaten gespeichert (z. B. unter den Variablenna-
men x0 und yO0; Variablen verknupfen).

Wir gehen nun von einer allgemeinen Geradengleichung
y = m-x+n aus, setzen den bekannten Punkt ein und for-
men die Gleichung nach n um. Man erhélt: n = yO—m-x0.
Die Gerade mit der Gleichung

y =m-x+y0—-m-x0

verlauft stets durch den Punkt (x0]y0). Offen bleibt die Va-
riable m. Da wir diese &ndern wollen, fliigen Sie einen
Schieberegler fir m ein. Wahlen Sie die Einstellungen so,
dass Werte zwischen -10 und 10 eingestellt werden kon-
nen.

Lassen Sie nun den Graphen der linearen Funktion zeich-
nen (Graphen einer Funktion zeichnen).

Mit dem Schieberegler kénnen Schiler nun experimentie-
ren. Ggf. zoomt man nochmals an den Graphen heran, um
die Einstellungen weiter zu verfeinern. Auch das Veran-
dern des Funktionsterms ist nun méglich und sinnvoll.

Die Lage des Punktes kann man verdndern, indem man
den Punkt greift und verschiebt oder indem man seine
Koordinaten verandert.

Die Idee der linearen Approximation wird besonders deut-
lich, wenn man zum Einstellen an den Graphen heran-
zoomt, die Einstellungen vornimmt (also die Steigung so
einstellt, dass Graph und Tangente sich nicht mehr unter-
scheiden) und dann wieder herauszoomt (Koordinatenach-
sen verandern).

]

BOG AUTO REELL
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r
« f2lx)=mx+y0-m-x0
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Aufgabe 3:

Offenbar geht r(h) gegen 0, wenn h gegen 0 geht. Das ist aber bei allen Geraden der Fall,
welche den Graphen von f im Punkt (x0|f(x0)) schneiden. Es ist (didaktisch) lohnenswert, so-
wohl Reste r(h) wie auch den Quotienten r(h)/h fur verschiedene (vermeintliche) Ndherungsge-
raden zu betrachten. Dazu wahlen wir h’'s zwischen 0 und 1 und betrachten Stellen rechts von

x0.

Offnen Sie eine Applikation Lists & Spreadsheet. In Spal-
te A sollen die betrachteten h’s eingetragen werden. Wir
haben uns fiir Werte zwischen 0 und 1 in 100-stel Schritten

entschieden. Sie kénnen die zugehdrige Liste erzeugen
(siehe auch Screenshot rechts). Speichern Sie diese Liste |5

unter dem Namen h ab (siehe auch Listen eingeben).

In Spalte B sollen die Reste berechnet werden. Wir ver-
wenden dazu eine Spaltenformel (siehe rechts). Um die |2

Betrage einzugeben, verwenden Sie die Funktion ABS(.)
(siehe auch Funktionen Betrag). Speichern Sie diese Liste
unter dem Namen rh ab (siehe auch Listen eingeben).

Listen berechnet und unter dem Namen quot abgespei-
chert.

Kehren Sie anschliellend zur Seite mit Graphs & Geomet-
ry zuriick. Wir haben uns dazu entschlossen, diese Seite =

zu teilen, um eine zusammenhangende Visualisierung der

Situation zu erzielen. Wenn lhnen das am Handheld zu !

undbersichtlich ist, kénnen Sie auch jeweils neue Seiten
einfigen.

Teilen Sie den Bildschirm in drei Teile, wobei der gréiite
Teil fir den Graphen reserviert bleibt.

Starten Sie in den anderen beiden Teilfenstern die Applika-
tion Data & Stastics. Im oberen Fenster soll rh gegen h
aufgetragen werden; im unteren quot gegen h (Listen gra-
phisch darstellen).

Nun kann der Punkt auf dem Graphen eingestellt und die
Steigung verandert werden (siehe dazu auch den Filmstrei-
fen auf der ndchsten Seite).

i 1.2 BOG AUTO REELL O
JE, B ~
# =5eq(100,0,1,100)] «7(x0+'h)72{x0+'h|

14100 0.000005
150 0.000211
3100 0.000616
125 0.001221
1720 0.002027 S
5 | =lr1lx0+h)r2x0+h)|
BOG AUTO REELL O
L ot =
|‘i b |=abs(f1(x0+h)—f2(x0]=rh/('h)
0.000005| 0.00053
0000211 0.01053
0.000616( 0.02053
0001221 0.03053 S
rh
uot:=—
quot=""

J@ BOG AUTO REELL |

menu dricken

menu dricken

[ ) BOG AUTO REELL L

= 06
0.0
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Betrachtet man die Terme, so kann man feststellen:
f(4+h)=(4+h)’ =16 +8h+h® =f(4)+8h +h?

Der Rest ist also r(h) = h? und es gilt:

h h?
im ™™ _im ™ _imn—o.
h->0 | h—0 K h—0

Benutzt man eine andere Gerade durch (4]|16), etwa y = 10x — 24, so ergibt sich:
f(4+h)=(4+h)>=16+8h+h*=f(4)+8h+h®> =f(4)+10h—2h + h*.

Der Rest ist also r(h) = -2h + h? und es ergibt sich:

r(h) —2h +h?

lim =lim =-2#0.
h-0 | h—0 h

Benutzt man die Darstellung eines Geradenblischels durch (4|16), namlich y = mx + 16 — 4m,
so ergibt sich:
f(4+h) = (4+h)?=16+8h+h% d.h.m=8

und der Rest ist r(h) = h? welcher die geforderte Bedingung erfillt.
Man kann also festlegen:

Definition:
Eine Funktion f heif3t lokal linear approximierbar bei x = x,(x, €]a;b[c D, ), wenn man f(xo+h)

( )

in folgender Form darstellen kann: f(xo+h) = f(xo) + m-h + r(h), wobei I|m =0 qilt.

m ist dann die Steigung der Tangente an den Graphen von f an der SteIIe X = Xo.
Die Bedeutung der Definition ist mit ,differenzierbar an der Stelle x,‘ identisch. Dieser Zugang

ist — mit Blick auf die Zielsetzung eines verstehensorientierten Lehrgangs — lohnenswert, da er
nochmals eine andere Perspektive auf den Begriff Ableitung bietet.
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Die nun folgenden Ausfiihrungen liefern Hintergrundwissen fiir den Lehrer, das bei Bedarf zur
weiteren Unterrichtsgestaltung genutzt werden kann. Didaktische Anmerkungen finden sich in
[1]; vertiefende fachliche Darstellungen in [2] und [3].

Beispiele fiir die Anwendung der Definition zur Berechnung von Ableitungen

Beispiel 1: Wir betrachten die Funktion f(x) = 2x?+5x und fragen nach der Steigung der Tan-
gente an den Graphen im Punkt (5[f(5)).

Dazu berechnen wir f(5+h) = 2(5+h)*+5(5+h) = 50+20h+2h?+25+5h = 75+25h+2h?. Die ent-
sprechenden Bestandteile kdnnen identifiziert werden:

f(5+h)=75+25h + 2h’

f(5) L-h r(h)
cooor(h) L 2h? . o
Dabei ist lim—— =lim—— =1im2h = 0 und die gesuchte Steigung ist 25.
h—0 | h—0 | h—0
Beispiel 2: Wir betrachten die Funktion f(x) = 7x* — 21x® + 12x — 5 und die Stelle x = 12.
CAS 2123114 1.5 | BOG AUTO REELL i

Al

Axlr=roxtc21x? ~12x-5 Fertig
expand(f{l?ﬂ:),}zj
7ot 431557 45202 A2 +39300- £+ 108715

714431547 +5292:87 4393001+ 108715

k 2193

Man erkennt, dass die Steigung der Tangente offenbar 39300 ist, der Rest r(h) ergibt sich zu
r(h) = 7h* + 315h° + 5292h? und erfillt die geforderte Eigenschaft lim r(h) = 0.

h—0
Beispiel 3: Ableitung von x" (fiir natiirliches n)

Ebenso lasst sich dieses Verfahren allgemein anwenden, so kénnen die Schiler z. B. begriin-
det eine Vermutung Uber die Tangentensteigung der Potenzfunktion f: x>x" aufstellen:

CAS
T .3|1.4I1.5| 1.6 | BOG AUTO REELL i

)emac? Pertig
expandlfx+),i) I 4 2ehtn?
Ax)i=? Fertig
expandlfx+s) ) PENECN TR S

~

443

Den Termen entnimmt man die Vermutung, dass die Steigung der Tangente an den Graphen
der Potenzfunktionen an der Stelle x, gerade n-x"" ist. Zum Beweis dieser Vermutung kann
man das Pascalsche Dreieck (und damit die verallgemeinerte binomische Formel) nutzen.
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Zum Zusammenhang von Stetigkeit und lineare Approximierbarkeit

Ist die Funktion f stetig an der Stelle x,, so ist

lim f(x) = f(x,) .

X—=Xg

Also folgt fur die Darstellung f(xo+h) =f(xo) + m-h + r(h), dass fur h > 0 auch der Term
(mh+r(h)) gegen 0 gehen muss, also folgt

limr(h)=0.

h—0

Die fur die lineare Approximierbarkeit charakteristische Bedingung

Iimmz

h-0 R

0

hingegen ist eine starkere Forderung als die fur die Stetigkeit notwendige. Dies verdeutlicht
den Unterschied der beiden Begriffe, der sich den Schilern nun sowohl anhand der Definitio-
nen, als auch anhand der vorher angegebenen Visualisierungen der Reste deutlich machen
l&sst.

(exemplarischer) Beweis fiir eine Ableitungsregel: Produktregel

Es seien f und g zwei an der Stelle x, lokal linear approximierbare Funktionen, d. h. man kann
schreiben:

f(xo+h) = f(Xo) + m¢h + ri(h) und g(xo+h) = g(xo) + mgh + rg(h)
Wir betrachten das Produkt
(f-9)(xy) =(f(xy) + mh +r.(h))-(g(x,) + mh +r (h))
= f(x,) - 9(x,+h)+(x,)- mgh+f(x0 ) rg(h)
+mh-g(x,)+mh-mh+mh-r(h)

+1,(n)- g(x, )*r,(h)-m h+r, (h)-r (h)

Nun fassen wir zusammen, wobei man erkennt, dass alle Terme, welche ri{(h) oder ry(h) enthal-
ten, zum Rest gehdéren, welcher die Eigenschaft hat, dass er dividiert durch h mit h gegen 0
geht. Wir schreiben deuten diese Terme in der folgenden Formel mit ,...  an:

= (F-9)(%,) +[f(X,)-m, +m, -g(x,)]-h+m, -m_-h*+._..

m R(h)

R(h
Man sieht, dass Iim% =0 ist und hat damit die Produktregel bewiesen.
h—0

Literatur/Quellenangaben

[1] Bichler, Ewald (2008). Nahe dran ist es fast gerade. In: Mathematik lehren 146, S. 46-50.
[2] Brocker, Theodor (1995). Analysis |, 2. Auflage. Spektrum-Verlag, Heidelberg.

[3] Brécker, Theodor (1995). Analysis I, 2. Auflage. Spektrum-Verlag, Heidelberg.
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Claimgeschichten
Hubert Langlotz, Elisabeth-Gymnasium Eisenach
Steckbrief der Aufgabe

Wie sichert man sich
das groéRte Claim?

99.5134 m

Fliche 4994.25 m?

Sekundarstufe Il (Extremalprobleme)
Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schiiler

e kennen das Standardkalk(il zum
Lésen von Optimierungsproblemen

e konnen einfache Optimierungspro-
bleme I6sen

Prozessbezogene Kompetenzen, die

mit dieser Einheit geférdert werden

kénnen:

Schilerinnen und Schiler

e argumentieren und kommunizieren

¢ nutzen heuristische Hilfsmittel

e begrinden und flhren einfache Be-
weise durch

Inhaltsbezogene Kompetenzen, die

diese Einheit verfolgt:

Schilerinnen und Schiiler

e beschreiben funktionale Zusam-
menhange algebraisch

e l6sen Extremalprobleme

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ und TI-Nspire™ CAS):

e Visualisieren
e Experimentieren
e Berechnen

Mégliche Zugidnge, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Finden von N&herungslésungen und Beweisideen
o Algebraisch: algebraische Lésung des Optimierungsproblems

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:
e Partnerarbeit
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Foto: Hubert Langlotz

Um die Suche nach Gold ranken sich viele Legenden. Eine solche Legende ist die vom Gold-
graber — nennen wir ihn B. Happy —, der sich die Groflie seines Claims selbst aussuchen durf-
te. Es gab da nur eine Bedingung ... und so erzahlt man sich auch heute noch die folgende

Geschichte:

Goldgraber B. Happy hat ein Anrecht auf einen Claim gekauft. Leider konnte er — wie viele zur
damaligen Zeit — den Vertrag nicht lesen und war dann Uberrascht, als man ihm einen Pfahl
und ein 200 m langes Seil, an dessen Ende Ringe befestigt sind, in die Hand drickte. Man
zeigte ihm eine geradlinige Felswand, in die er die Stahlringe einschlagen durfte. Mit dem Pfahl
konnte er das Seil spannen.

Wie soll er nun das Seil spannen, um ein mdéglichst grol3es Gebiet abzustecken?

Aufgaben
e Fertige Skizzen an und ermittle mindestens zwei mdgliche Areale fir B. Happy.
¢ Nutze dann die Datei claim.tns, um eine experimentelle Naherungsldsung zu finden.

995134 m

Fidche 4994 25 m?
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Lésungshinweise

Beim Experimentieren wird relativ schnell deutlich, dass man zwei Moéglichkeiten zum Veran-
dern der abzusteckenden Dreiecksflache hat:

1. Man kann den Abstand der beiden ,Stahlringe® variieren oder
2. man kann die Lage des ,Pfahls“ verandern.

Versucht man dann nach dem Ublichen Standardkalkil zum L&sen einer Extremwertaufgabe
vorzugehen, kénnte ein Ansatz so aussehen:

Zu optimieren ist die Flache eines Dreiecks A(c,h;)=0,5-c-h, mit a + b = 200 und 0<c<200. Um
Variablen zu eliminieren, verwendet man eine Nebenbedingung.

Man gelangt — ohne Bericksichtigung der Ergebnisse des Experimentierprozesses —i. d. R. zu
einem Funktionsterm, in dem sich noch 2 Variablen befinden.

A(b,h) = %h-(x/bz —h +/(200 - b}’ —h?).

Hier besteht nun die Méglichkeit entweder darlber zu diskutieren, wie man Funktionen mit
zwei Veranderlichen nach Extremstellen untersucht (partielle Ableitungen) oder aber den Expe-
rimentierprozess noch einmal genauer zu betrachten.

Was ist dort aufgefallen? Man diirfte beobachtet haben, dass sehr grol3e Flacheninhalte ent-
stehen, wenn das Dreieck annahernd gleichschenklig ist. Es ist also zunachst folgende Aussa-
ge zu beweisen: Unter allen Dreiecken mit gleicher Grundseite und festem Umfang hat das
gleichschenklige Dreieck den grél3ten Flécheninhalt.

Inwiefern dieser Beweis vollstandig gefihrt werden muss oder ob man sich mehr mit heuristi-
schen Aussagen (hier Extremalprinzip) der Form ,Je mehr das Dreieck von der Form des
gleichschenkligen abweicht, desto kleiner wird dessen H6he und damit verkleinert sich auch
dessen Flédcheninhalt®, hangt von der jeweiligen Klassensituation ab.

Hat man diese Aussage bestétigt, dann ist der verbleibende Teil der Aufgabenlésung nahelie-
gend:

11 BOG AUTO REELL [
; [ .2 Fertig =
ale)i==er [ 1002-]- )
2

E'Maxia(c l;::' c=100- J;

5l

215

Man erkennt, dass man als Lésung das gleichschenklig rechtwinklige Dreieck erhalt. An die-
ser Stelle kdnnte man sich auch fragen, warum es nicht das gleichseitige Dreieck ist. Die
Argumentation ware mit der obigen vergleichbar.
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Ermitteln der ClaimgréRe mit Hilfe einer Funktion, die
von zwei Variablen abhédngt

Definition der Funktion a in Abhangigkeit von 2 Veranderli-
chen.

Bildung der beiden partiellen Ableitungen.

Der Ansatz Uber die L6sung des Gleichungssystems schei-
tert mit dem Handheld félschlicherweise.

Man muss ein wenig nachhelfen, um die Lésung zu finden.
Eine Mdglichkeit besteht darin, das Einsetzungsverfahren
zu nutzen und damit eine Lésung fir die notwendige Be-
dingung zu finden.

Es geht aber auch leichter, wie der folgende Weg mit ei-
nem leicht variierten Ansatz zeigt:

Es wird im Gegensatz zum ersten Ansatz die Flachenin-
haltsformel

1
A=—a-b-sin
> (v)

genutzt.

1.1 BOG AUTO REELL i
1 - 3
a(b,ﬁ,':=;u’r'ub2—ﬁ‘“ +J (200-8)%-4% )
k Kerfig
|
1454
1.1 BOG AUTO REELL i

¥

fg[a(ﬁﬁ?l

(5-200)-% Ber

+ T
2-\|r.5:2—400-b—h2+40000 22k

d \
Zrlaleal)

u-.azmg—‘;:m-zngoooo +Je:2—.°:3 _)-LJ_FF—;‘ U
349

1.1
Zn\ahl]

BOG AUTO REELL

2-Jb2—fr2 -J-h2+b2 -4

solve(j—b(a(b,k))=0 and ;—h(a(b,ﬁ))=0,{b,fr >

false

i~

(Jr-k2+b2—400-b+40000 +JE?2—!?2 )( b2-i i
| =
3

4/9

Al

BOG AUTO REELL

it

T

ly=1-

false

1 i( (b }r))—ab b=100 or k=0
mh ab a2 =V

solve(;—h(a(lﬂt),}r))=0,h)

A=-50"y2 or h=50'J;

| v

6/99
] BOG AUTO REELL i
; Fer; -
a(b,x:|1=§-(200—b;l-s;in[r:| eriig
|
1739
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Bildung der beiden partiellen Ableitungen [17] BOG ALTO REELL

Lésung des Gleichungssystems unter Beachtung der Be- [_]1_1 BOG AUTO REELL i
dingung, dass der Winkel x zwischen 0 und 180° liegen || (.{;,]) TE-TUUT=mT =
db )
muss.
() -b-(5-200)-coslx)
2
4nlx)=0 and M:m,m |0-cc<]

2 o] -p(5-200)coslx) 200] cosln)

LY
dx

f
| - |b 200 oog[
salvel -[b- 100} sinlx)=0 and ——————t""

[
o Fertiz m
a(b,x.l:i‘(?oo—bﬁ-sin[r P&
4 . {5-100)-simlx)
G,bl-?(bn].'

B=100 and x=—
"

Weitere Claimgeschichten

Legenden werden von Generation zu Generation weitergegeben. So entwickelten sich ver-
schiedene — mehr oder minder glaubwirdige — Versionen der Goldgrabergeschichte. Einige
dieser Versionen stellen wir hier (zur Weiterarbeit) vor:

1.

B. Happy weil}, dass man zum Abstecken eines méglichst grof3en rechteckigen Claims ein
Quadrat abstecken muss. Er weil} auch, dass er beim Vorliegen einer Wand kein Quadrat
sondern ein Rechteck als maximale Flache erhalt. Er erinnert sich auch daran, dass die
Kreisflache das Optimum erbringt, wenn keine Forderungen an die Form der Flache ge-
stellt werden. Jetzt iberlegt er, wie wohl die maximale Flache aussehen wirde, wenn er —
wie oben beschrieben — das 200 m lange Seil an der Wand befestigt und dann mit dem
Pfahl eine grétmégliche Flache markieren soll, indem er den Pfahl am gespannten Seil
entlang fuhrt und am Boden eine Markierung einkratzt.

Was andert sich gegeniiber 1., wenn er nun ohne den Pfahl die 200 m Seil auslegen soll
und die Wand nutzen darf. Er denkt: Aus dem Quadrat wurde ein an drei Seiten begrenz-
tes Rechteck, also misste aus dem Kreis ein ... werden. Versuche B. Happy zu helfen.

B. Happy ist jetzt auf einer kreisférmigen Insel gestrandet. Er fragt sich: Welches Dreieck,
das man einem Kreis einbeschreibt, hat den gréten Flacheninhalt? Wie viel Seil benétigt
man zum Abstecken?
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Optimierungsprobleme sind fester Bestandteil im Analysisunterricht. Danckwerts und Vogel
(2006, 169) bemerken dazu: ,Mit Recht, steht doch mit den Kriterien der Kurvendiskussion ein
leistungsféhiger Kalkdl zur Verfligung. Gelegentlich hat man allerdings den Eindruck, als wére
das Thema geradezu gebunden an den analytischen Kalkdil."

Diese Fokussierung etwas aufzubrechen, kann mit Hilfe des dargelegten Beispiels versucht
werden. Hinzu kommt, den Computer zum Experimentieren und zum Finden von Lésungsideen
fur die Beweisflhrung zu nutzen, um im Anschluss diese Ideen durch Beweise zu unter-
mauern.

Man sollte auch nicht versdumen, auf die ,Kraft elementarer Methoden“ (Danckwerts und Vo-
gel 2006, S. 180 ff.) zu verweisen. Bezogen auf unser Beispiel sdhe dies vielleicht so aus:

Ich denke mir die Schnur doppelt so lang, also 400 m, und spanne die zweiten 200 m hinter
der Felswand, spiegelsymmetrisch zum Mittelpunkt der beiden Ringe. Dann erhalte ich ein
Parallelogramm.

Der Umfang des Parallelogramms muss 400 m betragen, die Flache soll méglichst grof3 sein.
Dann muss das Viereck ein Rechteck sein.

Von allen Rechtecken mit Umfang 400 m ist das Quadrat mit Seitenlange 100 m das fléachen-
grofite Rechteck.

Also muss das Dreieck gleichschenklig sowie rechtwinklig und der Abstand der Befestigungen
100\/5 sein. Die hier genutzte elementare Methode der Symmetrisierung des Problems fiihrt
dann zurlick auf ein bereits geldstes Problem, erfordert aber einen ganzheitlichen Blick.

Literatur/Quellenangaben
Danckwerts, Rainer und Vogel, Dankwart (2006) Analysis verstandlich unterrichten. Elsevier-
Verlag, Minchen.
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Biorhythmus im Mathematikunterricht

Hubert Langlotz, Elisabeth-Gymnasium Eisenach
Wolfgang Moldenhauer, ThILLM, Bad Berka
Josef B6hm, Wirmla

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe |l
(n&herungsweise Bestimmung von Extrem-

I ) % *‘ stellen)

f s Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

» Schulerinnen und Schiiler
9y _ e kennen das Ableitungskalkil
\Q e kodnnen Extremstellen bestimmen

© Valua Vitaly - Fotolia.com

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit

SO"te ICh heute |ieber dieser Einheit gefordert werden kénnen:

Schilerinnen und Schiler

liegen bleiben? e interpretieren
e |6sen Probleme
1.1 BOG AUTO REELL L]
¥
L.1g Inhaltsbezogene Kompetenzen, die die-
se Einheit verfolgt:
Schilerinnen und Schuler
2 e |6sen Extremwertaufgaben ohne Kalkil
f' x] | « erkennen die Grenzen des Kalkuls und
(023 41.44 des digitalen Werkzeugs
I

Rolle der Technologie (TI-Nspire™, TI-Nspire™ CAS):
e Visualisieren
e Berechnen

Mogliche Zugidnge, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch
e Numerisch
e Algebraisch
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Soll ich heute lieber liegen bleiben?

Der Biorhythmus soll angeblich die kérperliche, emotionale und intellektuelle Verfassung eines
Menschen von Geburt an beschreiben. Sind alle drei Zyklen im negativen Bereich, so ist es
vielleicht besser, das Bett nicht zu verlassen.

Wann haben Babys ihren ersten perfekten Tag?

In Japan soll die Biorhythmik, die sich mit den Unterschieden im Aktions- und Leistungsvermé-
gen und im Bereich der Biologie mit den Energiezyklen — den naturgegebenen Gesetzmalig-
keiten der Lebewesen — beschéftigt, sehr umfassend in der Offentlichkeit etabliert sein.

In Gber 5000 japanischen Unternehmen, meist in Konzerngré3e, wirden téglich fur alle Mitar-
beiter die Biorhythmen von der Personalabteilung errechnet und die kritischen Tage mittels
farbiger Fahnchen auf dem Schreibtisch der Kollegen fur alle sichtbar signalisiert. Auch, so
heil3t es, wirden an kritischen Tagen Aulendienstler bei der Polizei oder bei Speditionen,
Busfahrer etc. in den Innendienst genommen. Insgesamt seien in Japan seit Einflihrung dieser
MafRnahmen die Unfallzahlen um 35 % zurlickgegangen. Das wére ein Erfolg, der durchaus fir
die Biorhythmik sprechen wirde. Angeblich gibt es auch hier in Europa Bereiche, in denen
nicht ohne biorhythmische Berechnungen Entscheidungen getroffen werden. Z. B. sollen sie
bei der Mannschaftsaufstellung der deutschen Nationalelf eine Rolle spielen. Auch einige Arzte
vermeiden angeblich operative Eingriffe an risikoreichen Tagen.

Diese (wissenschaftlich nicht geprifte) ,Theorie‘ basiert auf Beobachtungen des Wiener Psy-
chologen Hermann Swoboda und des Berliner Arztes Wilhelm Fliess.

Fur die kdrperliche Verfassung K dauert der Rhythmus 23 Tage, der emotionale Rhythmus E
erstreckt sich Uber 28 Tage, der intellektuelle | Gber 33 Tage. Jeder Rhythmus kann als Sinus-
kurve dargestellt werden, die mit dem Tag der Geburt beginnt.

2
Die korperliche Verfassung beschreibt man z. B. durch die Funktion k mit k(t)=sin(%tj,

wobei t die seit der Geburt verstrichenen Tage angibt. Die emotionale und intellektuelle Verfas-
sung definiert man analog.

Aufgaben
Informieren Sie sich z. B. auf der Seite www.biorhythmus-online.de lber ihre heutige Verfas-
sung.

a) Stellen Sie die drei Funktionen k(t), e(t) und i(t) graphisch dar.

Alle Ubergange von positiven zu negativen Funktionswerten und umgekehrt sollen kritische
Tage, also potentiell ,schlechte” Tage, sein. Kommt es nun bei allen drei Funktionen zu einem
Ubergang am selben Tag, kann das laut der biorhythmischen Lehre krisenhafte Folgen haben
— wahrend das Zusammentreffen ,positiver” Tage besonders gute Tage zur Folge hat.

b) Wie viele Tage nach der Geburt sind alle drei Funktionen zum ersten Mal wieder gemein-
sam bei Null? Ist man dann auch laut Biorhythmus — sozusagen — wie neu geboren?

c) Wann hat ein Baby zum ersten Mal einen perfekten Tag, wann sind also alle Kurven oben-
auf?

d) In welchem Alter ist man in seinem Leben insgesamt am besten drauf?
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Zusammen auf der gleichen Sinuskurve

Kann die sogenannte Biorhythmik Singles helfen, ihre bessere Halfte zu finden?

"Mit Boris Becker und der

15 Jahre jingeren Sandy Meyer-
Woélden hat es nicht geklappt.
Dafir ist es zwischen Johannes
Hesters und seiner 46 Jahre jin-
geren Frau, Simone Rethel, nach
wie vor grol3e Liebe. [.. .]"1

Was die grof3e und selbstbewuss-
te Pop-Sangerin Sarah Connor
mit dem kleinen und un-
scheinbaren Mochtegern-Star
Marc Terenzi je verbunden hat,
fragten sich die meisten, als das
Paar vor Kurzem seine Tren-
nung bekannt gab.

,Ein standiges Hin und Her war
fir diese Beziehung vorpro-
grammiert: Vor allem waren sie in
das Bild verliebt, welches sie
der Welt von sich gaben aber
nicht ineinander", analysiert die
Thiringer Lebensberaterin Petra
Braatz. Sie behauptet es, nach-
dem sie die sogenannten Bior-
hythmen der beiden Prominen-
ten verglichen hat. ,Mehr als die
Geburtsdaten brauche ich nicht,
um die Ubereinstimmung in Kor-

Literatur/Quellenangaben:

per, Seele, Geist und Intuition
von zwei Menschen zu er-
fahren", erklart die ehemalige
Agraringenieurin, die vor zwolf
Jahren die Biorhythmik fir sich
entdeckte.

Diese Theorie basiert auf Beo-
bachtungen des Wiener Psycho-
logen Hermann Swoboda und
des Berliner Arztes Wilhelm
Fliess, die zu Beginn des 20.
Jahrhunderts bei ihren Patienten
Ubereinstimmende Zyklen fest-
stellten. Die Biorhythmik geht
davon aus, dass Wohlbefinden,
kérperliche Leistungsfahigkeit
und Denkfahigkeit einem rhyth-
mischen, sinusartigen Auf und
Ab unterliegen. Das kennt im
Grunde jeder: Wahrend manche
Menschen Frihaufsteher sind,
kénnen andere nicht vor Mitter-
nacht ins Bett gehen. Aus diesen
biologischen  Rhythmen von
aktiven und passiven Phasen im
korperlichen, seelischen und
geistigen Bereich des Menschen
leiteten Swoboda und Fliess die
sogenannten Biorhythmen ab.
Die korperliche Sinuskurve hat
ihren Berechnungen nach eine
Periodenzeit von 23 Tagen, die
emotionale Kurve von 28 Tagen
und die geistige Kurve von 33
Tagen.

Auf dieser Grundlage lie Petra
Braatz im Jahr 2003 eine Soft-
ware von einem S&mmerdaer
Programmierer entwickeln die
es thr ermdéglicht, in Schnellst-
zeit den Biorhytmus eines Men-
schen darzustellen. ,Der Compu-
ter berechnet in Prozent, an
wieviel von 100 Tagen zwei Men-
schen gleich schwingen", er-
klart sie. lhr Fazit:

Wer ahnliche Biorhythmen hat,
vertragt sich am besten. ,Je mehr
die Sinuskurven Ubereinstimmen,

desto groler ist das Verlangen
nach der anderen Halfte. [...] Eine
heie Liaison ohne Zukunft wie
damals die vom Prasidenten}. F.
Kennedy und Marilyn Monroe
zeichnet sich wiederum durch 91
Prozent Korperlichkeit und null
Prozent Seele aus. Bei Boris Be-
cker und seiner jungen Sandy
stand schon friih geschrieben,
dass die Beziehung nicht von
Dauer sein wiirde: Sie beruhte vor
allem und fast ausschlieRlich auf
kérperlicher Anziehung. Das ist
nach Braatz Berechnungen zum
Beispiel auch der Fall beim un-
gleichen Paar, das Johannes
Hesthers und Simone Rethel
bilden. Allerdings dauert ihre Liebe
an. Dies sei einem hohen Wert im
Bereich Seele und Geist anzu-
rechnen, der die beiden tief, ver-
bindet.

Als unseriés stempelt allerdings
der Erfurter Allgemeinarzt und
Naturheiler Gerd Reppin die an-
gewandte Biorhythmik ab. ,Die
Zyklen, die als Grundlage benutzt
werden, sind nie wissenschaftlich
nachgewiesen worden", sagt er.
Andere Biorhythmen, wie etwa der
Organrhythmus oder der Zyklus
der Frau, seien wissenschaftlich
belegbar und fir die Medizin sehr
natzlich. ,Es ist bei Arzten zum
Beispiel allgemein bekannt, dass
die Blutungsbereitschaft am fri-
hen morgen am geringsten ist
und deshalb die Uhrzeit fir Ope-
rationen bevorzugt wird", so Rep-
pin. Auch nicht umsonst trinken
die Englander Tee am Nachmittag:
von 15 bis 17 Uhr sei die Zeit der
Blase und der Organismus brau-
che Flussigkeit. [...]

[1] Dies ist ein Auszug aus einem Artikel aus der Thiringer Landeszeitung vom 15.11.2008.
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a) Die drei Funktionen e,i und k werden in der Applikation Graphs & Geometry gespeichert
und dargestellt (Graph zeichnen). Im Screenshot ist der Verlauf der Funktionen f1, f2 und f3 fir
die ersten Lebenswochen dargestellt.

1.1 BOG AUTO REELL i 1.1 BOG AUTO REELL i

.19 ¥ IR

b,

(023 41.44
5513
b) Offnen Sie die Applikation Calculator. Um mit den m B0 auTo ReeLL
definierten Funktionen im Folgenden etwas eleganter |#¢:=77\ Fertig &
umgehen zu kénnen, versehen wir sie mit den vorge- | eld:=r2ld Fertig
gebenen Bezeichnungen (k, e, und i). ile):=r3(e) Fertig
lem(23,1cm(28,33)) 21252
Die Funktionen k, e und i mussen gleichzeitig Null |,(,;,c,) o
werden. Daher ist es eine naheliegende ldee, das e(21252) .
kleinste gemeinsame Vielfache der 3 Periodenldngen |-
: i(21252) 0w
zu bestimmen. 7199
Eine Uberprifung zeigt, dass zumindest nach 21252 12 BOG AUTO REELL
Tagen ein gemeinsamer Nulldurchgang erfolgt. 21252) 0 &
e(21252) 0
Nicht Ubersehen darf man hier aber, dass bereits |i21252) 0
nach einer ,halben Periode” der erste gemeinsame | #10s2s) 0
Nulldurchgang stattfindet. e(10626) 0
il10626) 0
il
10/99
Eine Kontrolle im Grafikfenster bestétigt dies. Veran- | [ 11 ({2l Bog AuTo ReelL

dern Sie dafir die Einstellungen der Koordinatenach- |\
sen. An diesem Tag ist man also nicht wie neu gebo-
ren; das ist erst nach 21252 Tagen der Fall.
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c¢) und d) Die Fragen sind weitgehend offen formuliert. Wir r@w_ﬂ BOG AUTO REELL L
verfolgen hier exemplarisch eine Mdglichkeit ,den besten |35
Tag‘ zu definieren und zu suchen. Schiler kommen (erfah-

Hochpunkt

rungsgemaR) relativ schnell auf den Gedanken, die drei (6.7024,2.921)

Rhythmen zu addieren. Dies fuhrt zur Summenfunktion z |b.s /\ .
mit z(t):= k(t) + e(t) + i(t). Zeichnen Sie diesen Graphen, | 5 60
indem Sie die Funktion f4 durch k(x)+e(x)+i(x) definieren. \/

Man erkennt, dass der Graph ein erstes lokales Maximum
nach 6 — 7 Tagen annimmt. Konstruieren Sie zum Anzei-
gen der Koordinaten einen Punkt auf dem Graphen.

Hier ist aber nach dem globalen Maximum der Funktion z BOG AUTO REELL [l
gefragt. Schuler vermuten in der Regel, dass irgendwann

einmal der Maximalwert 3 erreicht werden kann.

(1204.4789,2.9627 ) 1

Wir probieren, das Problem im ersten Zugang graphisch zu
I6sen. Hier dargestellt sind die ersten vier Lebensjahre. Mit
dem zu vor erzeugten Punkt auf dem Graphen kann man
die Maxima abfahren. Bereits hier sieht man: Ein Baby
(zumindest bis 4 Jahre) hat keinen perfekten Tag.

ok

BOG AUTO REELL O

Xk 1660.3774,2.8022 )

Erweitert man den sichtbaren Bereich (Koordinatenachsen
verandern), zeigt sich, dass die Darstellung nicht mehr alle
Maxima korrekt erfasst. Diesen Effekt nennt man Aliasing.

Ob der Maximalwert 3 irgendwann erreicht wird, kann also I || ” l|||.||li |||“ I |In ||] \ Il |“||||
mit dieser Methode nicht Gberpriift werden. Al ﬂ,' || I ,|‘ r||1|'r||~- i r|||uu||+,+m
CAS
ok

Versucht man dann mit Hilfe des Ableitungskalkuls eine
Lésung zu finden, erkennt man, dass das CAS zwar L6- == L

sungen angibt, aber sicherlich werden nicht alle ausgege- | zl#):=r4l:) Fertig
ben und damit findet man kein globales Maximum. =2 (200) Fertig

1.3 | 1.4 | BOG AUTO REELL i

Um diese Schritte nachzuvollziehen, 6ffnen Sie eine neue | solvelzr()-0,:)

Seite mit der Applikation Calculator und geben Sie die | =-33.5084 or £=-20.1045 or £=-6.70235 or =
rechtsstehenden Befehlszeilen ein. Wir haben den solve- | soivelz1(d=0,)

Befehl hier zweimal eingegeben, damit im Screenshot alle ‘235..0.1".1?6.-?.023591?f..=.2[:!-.104.5..01".4’?33.-.5.0..8_‘_1].,
L&sungen erscheinen. 7\ Weitere Losungen moglch 174

Man kann mit etwas Uberlegung zeigen, dass der Maximalwert von 3 niemals erreicht werden

kann. Dies wirde namlich bedeuten, dass k(t) = e(t) = i(t) = 1 eintreten misste. Dann ware
k(t)=1 < 2—ﬁt——+2nn = t:5+§+23n
23 2 4

e(t)= 1<:>ﬁt—£+2mn = t=7+28m
28 2

=1 o Tt iom = t=8+433r
33 2 4

Man erkennt an den Briichen, dass sich alle drei Bedingungen (mit nattirlichen Zahlen fir n, m
und r) nicht gleichzeitig erfullen lassen. Einen rundum guten Tag gibt es also nicht.
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Es bleibt die Frage, wie gut ein Tag (nach der Biorhythmik) bestenfalls sein kann.

Da eine exakte L&sung mittels Ableitungskalkil nicht zur Lésung fiihrt, bleibt nur der Weg Gber
numerische Methoden. Wir stellen hier zwei verschiedene Wege vor. Sie kénnen die Wege
nachvollziehen, indem Sie die Befehlszeilen auf einer neuen Seite in der Applikation Calcula-
tor eingeben.

Der ersten Methode liegt die Idee zu Grunde, dass verarbeitbare Intervalle (wir haben hier
Intervalle der Breite 10 gewéhlt) systematisch durchkdmmt werden. In jedem Intervall wird
jeweils das Maximum bestimmt. Wir nutzen den Befehl fmax; in der numerischen Version heif3t
dieser Befehl nfmax. Er wirft als Argument einen x-Wert aus. Die potenziellen x-Werte werden
in eine Liste geschrieben. In der zweiten Zeile erzeugt man durch die Verwendung der Funkti-
on right() eine Liste, die nur aus numerischen Werten und nicht aus Gleichungen besteht (be-
nétigt man bei nfmax nicht). Dies ist notwendig, um die Liste weiter unten sortieren zu kénnen.
Im nachsten Schritt werden die zugehdrigen y-Werte in einer Liste erfasst und das Maximum
dieser Liste bestimmt. Abschliellend wird wieder der zugehdrige x-Wert gesucht.

Done

+sin

2
f(x)‘_sm( &

2e7ex ), L 2
—— [+sin|——
3 33

1

.wafs::seq(right(ﬂvlax(j(xlx,10'1@ 10-k+10))JquJ %‘F

{6.70235 10,30,33.5084,40,,50,,70,,72,9304,80,,97.1915,100,118.744,120,,140,143.576,150,,170,,171.042,180,,200,,207.%

vais:=jfx)\x=n'ais
{2.921022. 12523,0.835504,1,30874,0.408027,-0.182099,0.959876,1.23638,-0.187438,0.831244,0.572337,1.27279,1.1982"

listI:=xvals
{6.70235 10,30,33.5084,40,,50,70,72.9304,80,,97.1915,100,118.744,120,,140,143.576,150,170,,171.042,180,200,,207.%

list2:=vals
{2.92102,2.12523,0.835504,1.30874,0,408027,-0.182099,0,959876, 1.23638,-0.187438,0.831244,0,572337,1.27279,1,1982+
max(list2) 299632

© zu welchem x-Wert gehdrt nun dieser Funktionswert?

© ich sortiere die erste Liste nach der fallenden Liste 2

SortD list2,list1 Done

list2
{2.99682,2.99399,2.991,2.98253,2.97656,2.97163,2,97145,2,9632, 2.96265, 2,96 247, 2,96 242, 2,96 242, 2.95356,2,95288,2.90

list1
{ 17002.9,18290,7,11459.4,10171,6,2582,25,15715.2,12747.2,19578.5,1294.48,3870.03,3870,,11460,,4628.03,18290,,3833*

© Daher miisste nun an der Stelle 17002.9 das globale Maximum innerhalb der Periode liegen!
A17002.940495215) 299682

Eine Uberpriifung im Graphikfenster zeigt das Resultat:

7 —_—

1l cm

f2(x)=3 (17002.9,2.99683 )

| |

LALLM AR AL
T

@
(]
B
i
]
(W]
>
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Da der fmax-Befehl hier numerisch arbeitet, kann es weiterhin sein, dass wir nicht das absolute

Maximum gefunden haben. Wir bestimmen das Maximum
anderen Methode nochmals.

deswegen zur Sicherheit mit einer

Hier ist die Grundidee, dass das Maximum nur in der Nahe einer Stelle sein kann, bei der alle
Funktionswerte nahezu 1 sind. Wir suchen das Maximum deswegen in der Néhe der lokalen
Maxima von i. Das sind die Stellen 33(4n-3)/4, wobei n eine natirliche Zahl ist. Durchsucht
werden muss — genau wie bei der ersten Methode — fur t das Intervall [0;21252]. Das entspricht

einem Intervall fir n von [0;644].

Im ersten Schritt wird eine Liste erzeugt, welche die Zahlen
von 1 bis 644 enthalt. Diese n’s werden anschlielend in
die Funktion z(t) (die Summenfunktion) eingesetzt; zur
Transformation bendétigt man die Formel 33(4n-3)/4. Die
zweite Liste, sie wurde nmax genannt, enthalt nun die Wer-
te der Summenfunktion z an den Stellen, an denen i die
Werte 1 annimmt.

Im zweiten Schritt werden die Listen nach der Gréflen-
Reihenfolge der Liste nmax sortiert.

Ein Blick in die Listen zeigt, dass es mehrere potenzielle
Stellen gibt, an denen die Funktion z ihr Maximum anneh-
men kénnte. Man darf bei diesen Werten nicht vergessen,
dass es sich lediglich um die Maximalstellen von i und
nicht von z handelt. Entsprechend miissen diese Stellen
noch nadher untersucht werden. Wir beginnen mit dem ers-
ten Wert: n = 516. Einsetzen in die Transformationsformel
ergibt, dass man das absolute Maximum in der Nahe von
17003 Tagen suchen muss.

Wir untersuchen die Stelle graphisch und finden einen Ma-
ximalwert von 2,9968212... bei 17002,94... . Auf diese
Weise misste man nun die nachsten potenziellen Stellen
untersuchen.

Etwas schneller kommt man voran, wenn man auf die gra-
phische Veranschaulichung verzichtet und auch den Befehl
nfmax benutzt.

Um die potenziellen Suchstellen nicht immer neu berech-
nen zu mussen, wurde die Transformationsformel einmal
auf die gesamte Liste angewendet. Der Screenshot zeigt
die Ergebnisse der ersten drei Stellen. Nach der Analyse
weiterer Stellen sind wir uns recht sicher, dass der Maxi-
malwert bei 17002,94... tatsachlich das globale Maximum
ist.

LA

14| 1.5 | BOG APPRX REELL

n:=seq(n,r:, 1,644)
{ 1.,2.,3.,4.,5.6.,,7.,8.,9,10,11.,
33-(4-1?—3))
4
{ 2.73663,0.204589,1.17513,-0.729643,1.63"

12,,13,,14.,1*

nmax:=z(

SortD nmax,n Fertig

3/99

1.4 1.5 | BOG APPRX REELL

nrax

{ 2.98911,2.98911,2.97656,2.97656,2.9516,*

n
{516.348.79.,555.,309.,141.,40,,180,,118.,>

33-(4-516-3) 17003.3

W=
{I——

6/99

1. |12 1.3 | 1.4|PBOG APPRX REELL

L
4 =

(17002.94,2.9968212 )

17000 17006

e

12 a 4] 1.5 | BoG APPRX REELL

solan-3)

oAntMaxlz{d) 4, 17000,17006))  2.996821239

z{ntMax(zle) s 11455,11465))  2.990999847

ZAntMax(2{) 1 2578,2587)) 297655744

Al
4
{1'?003 25,11459,25,2582.25,18290.25,101*
™
]

919

Unser Ergebnis: Den besten Tag hat man nach rund 17 003 Tagen (also nach rund 46,5 Jah-
ren) und dann erst wieder mit rund 105 Jahren: Carpe Diem!

© T° 2009 7/10

Biorhythmus 77



Titel der Einheit Kopiervorlage | Lésungshinweise Didaktischer Zusatzmaterial
Kommentar

Das Lésen von Gleichungen gelingt nur in einfachen Féllen exakt durch sogenannte Aquiva-
lenzumformungen. So konnte im 19. Jahrhundert bewiesen werden, dass es eine allgemeine
Lésungsformel fur Polynomgleichungen, die nur mit den vier Grundrechenarten und dem Wur-
zelziehen auskommt, fur Gleichungen héheren Grades (n > 4) nicht gibt. Erst recht existieren
fur viele andere Gleichungen wie z. B. cos(x) = x oder e* = x* keine exakten Verfahren. In
diesen Situationen ist man an einer méglichst genauen Approximation der L&sung interessiert.

Auch der Computer kann in solchen Fallen nicht immer alle Lésungen liefern (oft wird die War-
nung Weitere L6sungen méglich angegeben).

1.1 BOG AUTO REELL i | 1.1 | 1.2 BOG AUTO REELL i
A A ¥
solve(cos(x:' =x,x) x=0.739085 L.22
solve(ex =x¢1 ,)c)
x=-0.8315553 orx=1.42961 or x=8.61317
nSolve(ex=x4,x) "0.815553 6.2
X
solve(e x=sin|:x]|,x) -0l 0.5 763
(=0.588533 or x=3.09636 or x=6.28505 orx*
p— o
N\ Weitere Losungen maglich 1/4 sy 1 071

Die Schiler sollten Verfahren kennen lernen, die es erméglichen, solche Probleme mit mdg-
lichst sinnvoller Genauigkeit zu bearbeiten.

Hinweis 1:
Oft helfen graphische Représentationen, die Lésungssuche zu vereinfachen.

Beispiel 1: cos(x) = x
Wir betrachten die linke Seite und die rechte Seite als unabhangige Funktionen und suchen
nach Schnittpunkten der Funktionsgraphen (Schnittpunktmethode).

Aufgabe: Begriinden Sie, dass es neben der gefunden Lésung der Gleichung cos(x) = x mit x
~ 0,739 keine weitere Lésungen geben kann.

111213 BOG AUTO REELL U
T12 Y
x
-0.1%5 1.8
%]
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Hinweis 2:
In vielen Fallen ist es sinnvoll, aus der Gleichung g(x) = h(x) eine Funktion f(x) = g(x) — h(x)
zu bilden und diese auf Nullstellen zu untersuchen (Nullstellenmethode).

Beispiel 2:

Aus der Gleichung e™ = sin(x) bildet man die Funktion f(x) = e™ - sin(x). Der Computer findet
auch jetzt nur 4 Nullstellen. Schaut man sich aber den Graphen an fallt auf, dass es (wahr-
scheinlich) unendlich viele Nullstellen gibt.

[ 12| 1:2] 1.4 | BOG AUTO REELL B 2 a] 15| Boc AUTO REELL Ll

- » -
solve(e * =sin|:x:| ,x) ' ‘[ 209

x=0.5883533 or x=3.09636 or x=6.28505 or x*

Axc):=e *~sinlx) Ferhe | /\ /\ /\ /\ /\
V@VVVVT

2199 sl -

Fes

Aufgabe: Begriinden Sie, dass es unendlich viele Lésungen gibt.

Inwieweit verschiedene numerische Naherungsverfahren (Bisektions- und Newtonverfahren)
ausfuhrlicher thematisiert werden, hangt vielfach von den Vorgaben in den einzelnen Landern
ab. Exemplarisch dazu ein Auszug aus den Rahmenrichtlinien fir das Gymnasium in Nieder-
sachsen, Schuljahrgénge 7 — 10 Mathematik (vgl. [2]):

,Die Verflgbarkeit eines Rechners ermdglicht es, universelle, einheitliche Strategien zur nume-
rischen Losung unterschiedlicher Gleichungstypen zu erarbeiten. Neben das tabellarische und
das graphische Ldsen treten lterationsverfahren und in speziellen Fallen symbolische Verfah-
ren. Die Schilerinnen und Schiler sollen lernen, aus der Vielfalt der Lésungsverfahren das
dem Problem angemessene auszuwahlen; dazu muissen sie ein grundlegendes Verstandnis
fur die einzelnen Verfahren erwerben. Die Beschrankung auf symbolische Lésungsverfahren
und die damit einher gehende Reduktion auf Gleichungen einfachen Typs ist durch den Ein-
satz von GTR oder CAS nicht mehr sinnvoll. Beim numerischen Lésen ist also die Einteilung in
unterschiedliche Gleichungstypen nicht notwendig. Durch den Rechnereinsatz eréffnen sich
vielfaltige Mdglichkeiten, interessante Fragestellungen und realitdtsnahe Anwendungen im
Unterricht mit vertretbarem Zeitaufwand zu behandeln.

Das heuristische Vorgehen ,Isolierung der Variablen beim symbolischen L&sen behélt in Spe-
zialféllen seine Bedeutung; es muss aber nicht mehr so zeitaufwandig eingeiibt werden [...].
Dadurch gewinnt man Zeit z. B. zum Behandeln komplexerer Aufgaben oder zur Umsetzung
von L&sungsalgorithmen in ein Programm, etwa fiir quadratische Gleichungen.

Bei der Erarbeitung eines iterativen L&sungsverfahrens bieten sich Mdglichkeiten, Grenzen
des Rechners beispielhaft aufzuzeigen. Dabei kann auch auf Stabilitat und Konvergenzge-
schwindigkeit des Verfahrens eingegangen werden.”
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Weiterfiihrende Aufgaben:

1. Als ich in der Cafeteria von der Berechenbarkeit der Tagesqualitét erzahlte, fragte
eine Kollegin sofort, wie lange man in Folge fast perfekte Tage erleben kann. Man hat
dann die Ungleichung z(t) > 3 — u zu I6sen, wobei die zugelassene (Un)perfektheit
noch geeignet zu wahlen ist. Wie muss man u wéhlen, damit man in tGberschaubaren
Zeitrdumen auch mal 2-3 Tage obenauf ist?

2. Man kann gute Tage auch anders, z. B. Uber Flacheninhalte definieren, was passiert
dann?

Literatur/Quellenangaben:

[1] http://de.wikipedia.org/wiki/Biorhythmus

[21 Rahmenrichtlinien fur das Gymnasium Schuljahrgdnge 7 — 10 Mathematik in Niedersach-
sen, Hannover 2003
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Das Problem der Dido — Anderungsraten
Benno Grabinger, Neustadt/\Weinstral3e

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe Il
(bei der EinfUhrung in die Analysis)

Dauer: 2-4 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schiiler

e koénnen mit elementaren geometrischen
Objekten (Kreis, n-Eck) angemessen
umgehen

e verflgen Uber erweiterte Kompetenzen
zur Nutzung der Technologie

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit
dieser Einheit geférdert werden kénnen:
Schulerinnen und Schiiler

e experimentieren

e |6sen Probleme

Gibt es einen Grund dafur, |. verallgemeinern Beobachtungen
dass (nr?)‘=2nr ist?

© PictureArt - Fotolia.com

Inhaltsbezogene Kompetenzen, die die-
se Einheit verfolgt:
m BOG AUTO REELL i Schulen.nnen und Schler .
e bestimmen Anderungsraten mit ver-
schiedenen Strategien

® & flx)=

>

Rolle der Technologie (TI-Nspire™, TI-Nspire™ CAS):
o Visualisieren
o Konstruieren
e Berechnen

Mdogliche Zugédnge, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Situationen dynamisieren
e Numerisch: Messen von Anderungsraten
e Algebraisch: Berechnen von Anderungsraten
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Aufgabe 1:

Dido war die Tochter des Kdnigs von Tyros. Nach der

Ermordung ihres Mannes fliichtete sie an die afrikanische

Nordkiste und erbat sich von dem dort regierenden

Kdnig soviel Land, wie sie mit einer Rinderhaut umspan-

nen konnte. Als ihr das gewéhrt wurde, lie® sie die Rin-

derhaut in diinne Streifen schneiden, und legte diese so
aneinander, dass eine geschlossene Flache entstand.

(a) Welche Form sollte Dido fir die Flache wahlen? Wie
grofd kénnte ihr Flacheninhalt sein? Schatze begrun-
det. ; e R T

(b) Schneidet man die Streifen etwas dinner, kann man die Flédche vergréRern. Wie héngt die
Anderungsrate des Flacheninhalts mit dem Umfang der Figur zusammen?

Aufgabe 2:

Betrachtet werden jetzt — vertiefend — regulére Polygone. Wie hangt die Anderungsrate des
Flacheninhalts mit dem Umfang des Polygons zusammen? Untersuchen Sie dies in Abhan-
gigkeit von der Eckenzahl n des Polygons. Die Abbildungen unten’ zeigen regulére Polygone
fir n = 3, 4, 8 sowie deren Umkreis.

JTﬁ BOG AUTO REELL Bl

[ BOG AUTO REELL &

[ BOG AUTO REELL &

' Die entsprechenden TI-Nspire™ Dateien kénnen unter www.ti-unterrichtsmaterialien.net heruntergeladen wer-
den. Suchen Sie nach der Datei ,Anderungsraten’.
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Aufgabe 1:

Bekannt ist das Problem der Dido als das isoperimetrische Problem. Um eine Flache mit
mdglichst groRem Flacheninhalt zu bekommen, muss man die Streifen in Form eines Kreises
anordnen. Der Sage nach wurde so die Stadt Karthago gegriindet.

(a) Dido hétte, bei 3—-6 m? Ochsenhaut, einen Lederriemen von 3 mm Streifenbreite und
1000 m bis 2000 m Lé&nge zusammenknipfen kdnnen (vgl. [1]). Zur Ermittlung eines realisti-
schen Schatzwertes missen die Schiler den Flacheninhalt einer Ochsenhaut sowie die Min-
destbreite von Lederriemen schatzen.

(b) Genau konnte man den Flacheninhalt in (a) nicht bestimmen, da — wie es sich auch in der
Diskussion im Unterricht herausstellen wird — der genaue Umfang nicht bestimmt werden kann.
Ist es trotzdem méglich, eine Aussage Uber die Anderung des Flacheninhaltes zu formulieren?
Wie andert sich z. B. der Flacheninhalt des Kreises, wenn man es schafft, die Streifen etwas
dinner zu schneiden, so dass sich der Umfang z. B. um 1 m verlangert?

Offnen Sie die Applikation Graphs & Geometry. Kons- s BOG AUTO REELL "]
truieren Sie einen Kreis (Linien, besondere), der durch T

Flacheninhalt und den Umfang mit Variablen (Variablen
verkniipfen); z. B. mit den Namen umfang und inhalt.

seinen Mittelpunkt (der auf dem Ursprung liegt) und einen | umfang=21.34u
Punkt auf dem Rand (auf der x-Achse) definiert ist. Achten i
Sie darauf, dass der Punkt auf der x-Achse nicht auf ei- £ ol \
nem Skalenstrich fixiert wird. Messen Sie den Umfang n l - ; .
sowie den Flacheninhalt des Kreises. Verknipfen Sie den | "';nm: e
= | _._. L 3P
—-

Sie kdnnen Werte sammeln, indem Sie eine neue Applika-
tion Lists & Spreadsheet o6ffnen, die rechtsstehenden
Befehle eingeben, auf die vorige Seite zurlickgehen und
den Radius variieren sowie anschliefiend die entspre-
chenden Spalten mit Variablen benennen (hier uliste und
iliste; siehe auch Listen eingeben).

BOG AUTO REELL

=captura(inhalt, 1)

I Il-ul‘ll‘.-capmrt[inl';lll..l]

Stellen Sie die beiden Listen in einer neuen Applikation 13 BOG AUTD REELL i
Data & Statistics dar (Listen graphisch darstellen). Wie '@E —
man sieht, ist der Zusammenhang zwischen Flacheninhalt .
und Umfang nicht linear und somit die Anderungsrate 1604
auch nicht konstant.

miste
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Zur nadherungsweisen Bestimmung der Anderungsrate
erganzt man die Tabelle um eine Spalte, in der die durch-
schnittlichen Anderungsraten berechnet werden (Formel
eingeben, Formel kopieren). Speichern Sie auch diese
Liste unter einem Variablennamen (siehe auch Listen ein-
geben).

Offnen sie eine weitere Applikation Data & Statistics und
stellen Sie die Listen graphisch dar. Die graphische Dar-
stellung lasst vermuten, dass die durchschnittliche Ande-
rungsrate linear vom Umfang abhangt.

Bisher wurden nur die auf dem Graphikbildschirm erhobe-
nen Messwerte verwendet. Um eine quantitative Betrach-
tung zu ermdglichen, werden jetzt die Formeln fir Umfang
und Flacheninhalt verwendet. Offnen Sie dazu eine Appli-
kation Calculator.

Mit u wird der Umfang und mit a(u) der zugehérige FIa-
cheninhalt bezeichnet. Es besteht zwischen a und u det
Zusammenhang a(u) = 1/(4n) - u%.

I_I_)er Screenshot rechts zeigt, wie die durchschnittliche
Anderungsrate berechnet wird, wenn der Umfang mit der
Schrittweite 1 tabelliert ist.

In Spalte A wird eine Liste mit den Zahlen von 0 bis 10 in
1er-Schritten erzeugt (Listen erzeugen). Als Listenname
in der ersten Zeile wurde u1 gewahlt. Spalte B wird mit
einer Spaltenformel erzeugt (Formeln eingeben). In Zelle
c1 wurde eine Formel eingegeben und nach unten kopiert
(Formeln kopieren).

Verkleinert man die Schrittweite fir den Umfang (letzten
Parameter in der seq-Anweisung andern), berechnet er-
neut die durchschnittliche Anderungsrate und stellt diese
in Abhangigkeit vom Umfang graphisch dar, dann erge-
ben sich parallele Geraden, deren y-Achsenabschnitt
umso kleiner ist, je kleiner die Schrittweite fir den Um-
fang gewahlt wurde. Zur graphischen Darstellung wurde
hier die Applikation Graphs & Geometry verwendet.
Auch hier kann man Listen graphisch darstellen und Gra-
phen zeichnen.

12 ﬁ BOG AUTO REELL i
Eal
B [list= rate
ire{umtang, 1) |=capturefinhal, 1)
2134 024y 3491
252 037] 3648
2331 4326 3836
249 45,32 4.151
h
= _bl“-ﬁ'?
az2-al
BRI 1+ [Peoc AuTO REELL ki
70
£ 55] 2
40 b
oF
L . | T T T TR,
o 4 % 2 36 40 44 48
uliste
S Fr.ﬁ'a N
alufim—
dem
1%
12 ﬁ BOG AUTO REELL i
A X
I8, rate
8 =52q(u,u,0,10,1)  [=acul) |
3 0 Oft (4 *m)
1[1ha*m)  [iam)
2|1 ofidrm)
314 T4
-
&1 _b?-bf
a2-al

|

BOG AUTO REELL

g
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Das bestatigt erneut die schon oben gedullerte Vermu- ﬁ_q
tung, dass die momentane Anderungsrate linear vom

PROG AUTO REELL

Umfang abhéngt. Den genauen Zusammenhang erhélt 4
man durch Grenzwertbildung. Sie kdnnen dieses Ergeb- | aluz)-alus)
nis replizieren, indem Sie die einzelnen Schritte rechts in | -t
der Applikation Calculator eingeben. 3 :_l
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Folglich ist die Anderungsrate f1(x) des Flacheninhaltes eines Kreises als Funktion des Um-
fangs x durch die lineare Funktion f1(x) = x/(2n) gegeben. Der Flacheninhalt des Kreises &n-
dert sich in diesem Beispiel proportional zum augenblicklichen Umfang. Fir das Beispiel der
Dido hat dies eine bedeutsame Folgerung:

Nimmt man einmal an, dass die Lange der aneinander gelegten Streifen 1500 m betragt und
dass durch ein dunneres Schneiden der Streifen eine Verldangerung des Umfangs um 1 m
erzielt wird, dann ergibt sich allein durch diese Mallhahme eine Zunahme des Flacheninhalts
um ca. 239 m% Wird der Umfang dagegen von 15 m auf 16 m verandert, d. h. auch um einen
Meter, so ist der Flachenzuwachs nur ca. 2,5 m®. Das bestétigt noch einmal die Vermutung,
dass die Zuordnung den Verlauf des obigen Graphen zu den Spalten uliste—iliste wiedergibt.
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Die schlaue Dido hat alles noch viel besser gemacht. Sie hat die Kistenlinie als Begrenzung
genutzt und die Streifen in Form eines Halbkreises ausgelegt. Dadurch konnte sie den Fla-
cheninhalt - im Vergleich zu einem Vollkreis - verdoppeln.
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Aufgabe 2:
Flacheninhalt und die Seitenldnge s eines reguldren n-Ecks ergeben sich mit Hilfe trigonome-
trischer Beziehungen zu:

A =t2.sin(2) und s = 2r-sin(£), wobei r der Umkreisradius ist.

Als Umfang des Rechtecks ergibt sich U = n-s = 2.n-r-sin(n/n). Die momentane Anderungsrate
I&sst sich dann analog zu den Ausfihrungen in Aufgabe 1 bestimmen:

BOG AUTO REELL

@ Defind sven dex Flicheninhaltsfunktion al::l:

-~
rPn  f2x Fertig
a|:r:|:- | ——
2 n
D Bertimmung der momentanen Andenngsrate:
o

lim IV—G[':)_“[H]) uln(%‘]wr

risrgh  ra=rl

tExpandl inf2)) 2esinile)ocoslx)

Benutzt man die Formel sin(2x) = 2-sin(x)-cos(x), dann kann die momentane Anderungsrate
wie folgt umgeformt werden:

n-r-sin(2)=[2-n-r-sin(z)]-cos(z) = U-cos(Z)

Fir ein reguldres Polygon ist die momentane Anderungsrate des Flécheninhaltes bei Variation
des Umkreisradius des Polygons proportional dem Polygonumfang. Der Proportionalitatsfaktor
hangt dabei von der Eckenzahl des Polygons ab. Es lasst sich erkennen, dass flir n — o« der
Proportionalitatsfaktor gleich 1 wird, so dass sich fir den Kreis als Anderungsrate des Fli-
cheninhalts der Umfang ergibt.
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In vielen Fallen wird im Mathematikunterricht der Begriff der Ableitung traditionell Gber das
Tangentenproblem eingefuhrt. Das fihrt oft dazu, dass die Schilerinnen und Schiler Schwie-
rigkeiten im Umgang mit Problemen haben, bei denen die Ableitung in Form einer momenta-
nen Anderungsrate auftritt. Genau diese Probleme aber begegnen den Schiilerinnen und
Schilern in Aufgaben aus der ,neuen Aufgabenkultur. Hier stehen Anwendungen und Model-
lierungen im Vordergrund, in denen die Ableitung im ,Gewand der Wachstumsgeschwindigkeit’
auftaucht. Als Konsequenz kann der Ableitungsbegriff alternativ (iber das Anderungsverhalten
von Gréfen eingefuhrt werden. Damit wird vermieden, dass in der Ableitung nur das geometri-
sche Problem der Bestimmung der Steigung einer Tangente gesehen wird.

Dieser Artikel méchte Anregungen geben, wie mit Hilfe von TI-Nspire™ die Ableitung als An-
derungsrate verstanden werden kann. Die Mdglichkeit zur direkten Messung von Léngen und
Flacheninhalten, die dieses System bietet, eignet sich hervorragend dazu, den Begriff der
Anderungsrate einzufiihren, wobei zunachst auf eine formelméRige Beschreibung der betrach-
teten Bestandsgrofie verzichtet werden kann. Das erleichtert den Zugang fiur die Lernenden.

Vorschldge zur Sequenzierung des Unterrichts
Als Ausgangsbeispiel kann die bekannte Aufgabe ,Seil um die Erde* dienen?.

1.1 BOG AUTO REELL L]
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>

Man stelle sich vor: Ein Seil der Lange 40 000 km wird um die (kugelférmige) Erde gelegt und
liegt wegen seiner Lange straff an. Das Seil wird um einen Meter verldngert und gleichméafig
um die Erde gelegt. Wie weit steht das Seil jetzt ab? Unser ,gesunder” Menschenverstand
versagt bei dieser Fragestellung. Intuitiv nimmt man an, dass sich der Radius um so weniger
andert, je gréler der Umfang schon ist, d. h. bei einem Umfang von 40 000 km wirkt sich eine
Verlangerung von 1 m weniger auf den Radius aus, als wenn ein Umfang von 2m um 1 m
verldngert wird.

Zur Beantwortung der Fragestellung kann man die Gleichung 2zr + 1 m = 2x(r + x) nach x
auflésen. Es ergibt sich, dass die Lésung x = 1/(2n) m ~ 0,159 m unabhangig vom Ausgangs-
radius r ist. Das erstaunt, liefert aber keine Erklarung.

Hier kann jetzt sinnvoll mit der Anderungsrate gearbeitet werden. Wie &ndert sich der Radius
eines Kreises, wenn man den Umfang veréndert? Das Problem wird also verallgemeinert (vgl.
auch den Abschnitt ,Die Rolle von Kontexten ..." im Basisartikel). Zur Beantwortung dieser
Frage kann man experimentell vorgehen. Das Vorgehen wird in [2] ausfiihrlich beschreiben.
Wahrend bei diesem Beispiel eine lineare Abhangigkeit vorliegt und die Anderungsrate des-
halb konstant ist, werden in den Aufgaben 1 und 2 andere Falle betrachtet.

2 Um den ,Uberraschungseffekt' noch gréRer zu gestalten, wird haufig ein unspektakuléres Beispiel vorab behan-
delt: Z. B. ein Seil wird um einen Fuball gelegt und um einen Meter verldngert. Damit dieser Vorschlag seine
Wirkung entfaltet, sollten die Lernenden beim ,Seil um die Erde‘ Gelegenheit bekommen zu schatzen und ihre
Schétzungen auch zu begriinden.
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