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Zufallsvariablen: Verteilung der Augensumme beim Würfeln 
Hansruedi Schneider 


 Sek I  Sek II  TI-Nspire™  TI-Nspire™ CAS (ab Version 3.0) 
Schlagworte: Simulation, Statistik, Zufallsgröße, Verteilung, 


Normalverteilung, Wahrscheinlichkeit 


 


Schülermaterial: 
 


Verteilung der Augensumme beim Werfen mehrerer Würfel 


Aufgabe 1: 5 Würfel, 1000 Würfe 
Fünf ideale, sechsseitige Würfel werden miteinander geworfen und deren 
Augensumme X ermittelt. Die Zufallsvariable X kann die Werte 5,6,7 usw. bis 
30 annehmen. Bestimme angenähert die Verteilung von X, indem du das 
Experiment 1000 mal auf deinem Rechner simulierst und die Zufallssummen in 
einer Liste speicherst. Stelle nun die relativen Häufigkeiten für das Auftreten 
aller Werte von X in Data & Statistics graphisch dar. Wähle dabei den Plot-Typ 
‚Histogramm‘. 
Lege nun mithilfe von b,4, 9: ‚Normal PDF anzeigen‘ die zugehörige 
Normalverteilungskurve über das Histogramm und überzeuge dich, dass X mit 
guter Näherung normalverteilt ist. 
Berechne ohne Statistiktools den Mittelwert und die Streuung deiner 
Stichprobenliste. Stimmen die Werte deiner Berechnung mit den beiden 
Parametern der Normalverteilung überein? Wie lässt sich ein allfälliger 
Unterschied erklären? 


Aufgabe 2: a Würfel, n Würfe  
Verallgemeinerung: Untersuche die Verteilung allgemein für a ideale 6-seitige 
Würfel, indem du n Experimente simulierst. (In Teil 1 ist also a=5 und n=1000.) 
Stelle die Verteilung wiederum in Data & Statistics als Histogramm dar und 
lass die zugehörige Normalverteilung anzeigen.  
Da die betrachtete Zufallsgrösse die Summe von a voneinander unabhängigen 
gleichen Zufallsgrössen ist, kann man den Mittelwert m und die Streuung s 
exakt berechnen. Berechne m und s und zeichne den Graphen der 
Normalverteilung für m und s ebenfalls in das Diagramm. 
Füge je einen Schieberegler für die Anzahl Stichproben n und die Anzahl Würfel 
a ein. Experimentiere mit verschiedenen Werten von n und a und notiere deine 
Beobachtungen. 
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Vorschlag zur Umsetzung: 
Aufgabe 1: 
In der Applikation Notes definieren wir zuerst 
eine Funktion, welche die Augensumme von 5 
zufälligen Würfelzahlen zurückgibt: 
randInt(a,b,c) erzeugt  eine Liste mit c ganzen 
Zufallszahlen  aus {a,a+1,…,b}. Also simuliert 
randInt(1,6,5) das Werfen von 5 idealen 
Würfeln. Wir speichern die  Augensumme 
eines solchen Zufallswurfs als (parameterlose) 
Funktion „as()“ ab (Funktionen speichern). 
 
Wir teilen eine neue Seite horizontal (Seite 
teilen) und wählen im unteren Teil die 
Applikation Notes. In dieser erzeugen mit Hilfe 
der Funktion „seq“ eine Liste von 1000 
Stichproben, welche wir in die Variable „spl“ 
(Stichprobenliste) abspeichern (Listen 
erzeugen). 
 


 
 


 
 


Graphische Darstellung der Stichproben: 
Füge im oberen Teil eine  Applikation Data & 
Statistics ein und zeichne die gespeicherte 
Stichprobenliste (Listen graphisch darstellen). 
Es werden automatisch die absoluten Häufig-
keiten der Listenelemente dargestellt. 
 
Zur Darstellung der Verteilung in Form eines 
Histogramms gehen wir folgendermaßen vor: 
 -Wähle b,1, 3: ‚Histogramm‘ 
- Wähle b,2,2,1, 3: ‚Dichte‘ 
- Wähle „b,2,2, 2: ‚Säuleneinstellungen‘ 


und setze in der Dialogbox die Balkenbreite 
auf 1 und die Ausrichtung auf -0.5. Damit 
wird der Summenwert in der Mitte des 
Balkens angezeigt. 


 


 
 


 
Normalverteilung 
Die durch Simulation erhaltene Verteilung 
kann nun „per Knopfdruck“ d. h. mit 
b,4, 9: ‚Normal PDF anzeigen‘ durch die 
zugehörige Normalverteilung approximiert 
werden. Dabei wird automatisch der Mittelwert 
m (hier 17.505) und die Streuung s (hier 
3.80979) der Stichprobenliste berechnet und 
der Graph der Dichtefunktion gezeichnet:  


d(x)=normPDF(x,m,s)=
1


√2π⋅s
⋅e-(x−m)2


2⋅s2  
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Bemerkung: Setzt man die Schreibmarke in 
die Formel von as(), dann kann mit „enter“ 
eine neue Stichprobenliste erzeugt werden. 
Die Grafik wird damit ebenfalls angepasst. 
 
Zur Kontrolle rechnen wir Mittelwert und 
Streuung in einer neuen Applikation Notes 
indem wir die bekannten Formeln  


m = 
1


1000 ⋅ � xk


1000


k=1


 und s =�
1


1000 ⋅ �
(xk−m)2


1000


k=1


 


in Listenoperationen übersetzen. 
Dabei stellt man bei den beiden Mittelwerten 
Übereinstimmung, bei den Streuungen aber 
einen kleinen Unterschied fest! 
Ursache: Bei statistischen Daten wird die 
sogenannte empirische Streuung berechnet. 
  
Bemerkung: Die Normalverteilung ist nicht die 
exakte Verteilung von X, scheint aber unser 
Würfelexperiment ziemlich gut zu 
approximieren. 
 


 
 
 
 
 
 


 
 


 


 


Aufgabe 2 
Wir definieren in der Applikation Notes jetzt 
abhängig vom Parameter a (Anzahl Würfel) 
die Funktion as(a) zur Erzeugung einer 
Stichprobe.  
Wir belegen die Variablen n für die Anzahl der 
Experimente und a für die Anzahl der Würfel 
mit Anfangswerten n=1000 (Handheld n:=500) 
und a=5. 
Die Stichprobenliste „spl“ generieren wir nun 
wie oben im unteren Teil des Fensters in der 
Applikation Notes, abhängig von den 
Variablen n und a. Im oberen Teil lassen wir 
wie oben beschrieben in einer der Applikation 
Data & Statistics das Histogramm und die 
zugehörige Normalverteilung zeichnen. 
 
Ändert man im Notes-Fenster den Wert von n 
oder a, so wird automatisch „spl“ neu 
berechnet und die graphische Darstellung den 
neuen Gegebenheiten angepasst. Allenfalls 
muss der Ausschnitt des Koordinatensystems 
angepasst werden. (Koordinatenachsen 
automatisch anpassen) 
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Je grösser die Anzahl Würfel, umso 
aufwändiger ist es die exakte Verteilung von X 
durch systematisches Zählen zu erhalten. 
Beispiel: a=4, Summe 7 
7=1+1+1+4;   7=1+1+4+1;   7=1+4+1+1; 
7=4+1+1+1;   7=1+1+2+3;   7=1+1+3+2; 
7=1+2+1+3;   7=1+3+1+2;   7=2+1+1+3; 
7=3+1+1+2;   7=2+1+3+1;   7=1+2+3+1; 
7=1+3+2+1;   7=3+1+2+1;   7=2+3+1+1; 
7=3+2+1+1;   7=1+2+2+2;   7=2+1+2+2; 
7=2+2+1+2;   7=2+2+2+1;  
=> 20 Möglichkeiten für die Summe 7. 
Die Beispiele a=4, Summe 13 oder gar a=10, 
Summe 31 wären mit Auszählen wohl kaum 
mehr zu bewältigen. 
Mittelwert und Streuung der Zufallsvariablen X 
lassen sich aber exakt berechnen! Man 
benötigt dazu die Linearität von Erwartungs-
wert und Varianz einer Zufallsgröße: 
Für alle Zufallsvariablen X und Y gilt: 
     E(X+Y) = E(X) + E(Y) 
Für zueinander unabhängige Zufallsvariablen 
X und Y gilt: 
    V(X⋅Y) = V(X) ⋅ V(Y) 
 
Da die Augensumme von a Würfeln als 
Summe von a unabhängigen, durch den 
jeweiligen Würfel gegebenen Zufallsvariablen 
mit gleichem Erwartungswert und gleicher 
Varianz aufgefasst werden kann, gilt deshalb 
 E(X)=a⋅E(W) und V(X)=a⋅V(W) wobei W die 
durch einen Würfel gegebene Zufallsvariable 
bedeutet (siehe Bildschirm rechts).  
 
Nun können wir zusätzlich  zur Normalvertei-
lungskurve der Stichprobenliste mit  
b,4,9: ‚Normal PDF anzeigen‘ 
auch die Normalverteilung passend zur  
exakten  Verteilung von X dazu zeichnen: 
(Funktionen zeichnen), f1(x)=normPDF(x,m,s). 
Der Unterschied der beiden Kurven ist (bei 
a=5 und n=500) überraschenderweise kaum 
auszumachen.  
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Definiere wie abgebildet einen Schieberegler 
für die Anzahl Würfel a. Je grösser a, umso 
besser  wird die Verteilung von X durch die 
Normalverteilung approximiert. Passe die 
Achsen jeweils an die neue Verteilung an 
(Koordinatenachsen automatisch anpassen). 
 
Bemerkung: Mit einem zweiten Schieberegler 
für die Anzahl der Experimente n kann das 
Gesetz der großen Zahlen wiederum expe-
rimentell bestätigt werden (siehe Kommentar): 
Je grösser n umso regelmäßiger wird die Ver-
teilung von X und die Vermutung, dass die 
exakte Verteilung von X für große a mit großer 
Genauigkeit normalverteilt ist, wird bestätigt. 
Bemerkung: Beim Arbeiten mit dem Handheld 
sollte die obere Grenze nicht grösser als 1500 
gewählt werden. 


 
 


 
 
Erweiterungsmöglichkeit: 
Verallgemeinere das Experiment auf ideale „Würfel“ mit b Seiten. Untersuche 
die Verteilung speziell für b=2 (Binomialverteilung).  Vergleiche die Verteilungen 
von Experimenten mit unterschiedlichen Werten von a und b, aber annähernd 
gleich großem Wertebereich der Zufallsvariablen. 


Didaktischer Kommentar: 
Das Berechnen der ungefähren Verteilung einer Zufallsgröße durch Simulation 
ist ein Vorgehen, welches auch mit wenig Statistikkenntnissen überraschende 
Einsichten gewähren kann. Dieses Beispiel liefert die Vermutung, dass  je 
grösser die Anzahl Würfel ist, umso besser die Verteilung der Augensumme 
durch die passende Normalverteilung approximiert werden kann. Diese 
Vermutung folgt direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz (Lindeberg-Levy):  
Eine Zufallsgröße ist annähernd normalverteilt, wenn sie als Summe einer 
großen Anzahl von unabhängigen Zufallsgrößen mit gleichem Erwartungswert 
und gleicher Standardabweichung aufgefasst werden kann.  
Die exakte Berechnung der Verteilung der Augensumme ist für 1, 2 oder 3 
Würfel durch Auszählen der Anzahl verschiedener Summen zu jedem 
möglichen Wert mit zunehmender Fleißarbeit möglich. Allgemein lassen sich 
diese Anzahlen iterativ wie die Binomialkoeffizienten mit einer 
Verallgemeinerung des Pascalschen Dreiecks berechnen. Ob eine 
geschlossene Formel existiert, ist mir nicht bekannt. 


Methodischer Kommentar: 
Diese Beispiele können eingesetzt werden um die wesentlichen Grundbegriffe 
der beschreibenden Statistik zu vertiefen (Zufallsvariable, Verteilung, 
Erwartungswert, Varianz, Streuung, Normalverteilung). Die Lernenden können 
dann weitgehend selbständig die Aufgaben bearbeiten. 
Andererseits kann die Lerneinheit verwendet werden um den Lernenden 
exemplarisch die Grundbegriffe der Statistik vorzustellen und sie dann 
nachträglich allgemein einzuführen. 
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Verteilung der Augensumme beim Werfen mehrerer Würfel 


Aufgabe 1: 5 Würfel, 1000 Würfe 
Fünf ideale, sechsseitige Würfel werden miteinander geworfen und deren 
Augensumme X ermittelt. Die Zufallsvariable X kann die Werte 5,6,7 usw. bis 
30 annehmen. Bestimme angenähert die Verteilung von X, indem du das 
Experiment 1000 mal auf deinem Rechner simulierst und die Zufallssummen in 
einer Liste speicherst. Stelle nun die relativen Häufigkeiten für das Auftreten 
aller Werte von X in Data & Statistics graphisch dar. Wähle dabei den Plot-Typ 
‚Histogramm‘. 
Lege nun mithilfe von b,4, 9: ‚Normal PDF anzeigen‘ die zugehörige 
Normalverteilungskurve über das Histogramm und überzeuge dich, dass X mit 
guter Näherung normalverteilt ist. 
Berechne ohne Statistiktools den Mittelwert und die Streuung deiner 
Stichprobenliste. Stimmen die Werte deiner Berechnung mit den beiden 
Parametern der Normalverteilung überein? Wie lässt sich ein allfälliger 
Unterschied erklären? 


Aufgabe 2: a Würfel, n Würfe  
Verallgemeinerung: Untersuche die Verteilung allgemein für a ideale 6-seitige 
Würfel, indem du n Experimente simulierst. (In Teil 1 ist also a=5 und n=1000.) 
Stelle die Verteilung wiederum in Data & Statistics als Histogramm dar und 
lass die zugehörige Normalverteilung anzeigen.  
Da die betrachtete Zufallsgrösse die Summe von a voneinander unabhängigen 
gleichen Zufallsgrössen ist, kann man den Mittelwert m und die Streuung s 
exakt berechnen. Berechne m und s und zeichne den Graphen der 
Normalverteilung für m und s ebenfalls in das Diagramm. 
Füge je einen Schieberegler für die Anzahl Stichproben n und die Anzahl Würfel 
a ein. Experimentiere mit verschiedenen Werten von n und a und notiere deine 
Beobachtungen. 
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CuBaLibra-Glossar 
 
Um die Texte von CuBaLibra kurz und übersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich 
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelmäßig gepflegt wird. 
 
Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie 
z. B. Geraden). Hier der zugehörige Bedienhinweis: 
 


 
 


Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen können, legen wir das Glossar 
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfügung. 
Es gibt nun zwei Möglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen: 


(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank: 
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ‚Glossar‘ 


(2) Sie nutzen das Online-Glossar: 
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar 
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CuBaLibra-Interaktiv 
 
Diese CuBaLibra-Einheit gehört zu einer Serie von Beispielen, die interaktive 
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra: 
 
Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen. 
 


 
 
Wenn Sie mit Ihrem Rechner online sind, können Sie die grauen Stellen mit der 
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link führt Sie z. B. zu diesem Hinweis: 
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