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Vorwort

Vorwort zur zweiten iiberarbeiteten und erweiterten Auflage

Seit der ersten Auflage (2007) hat sich die fiir den Unterricht einsetzbare Technologie rasant
weiter entwickelt. Insbesondere steht mit TI-Nspire™ CAS eine didaktisch durchdachte Software
zur Verfiigung, welche Graphik, Geometrie, Tabellenkalkulation und symbolische Algebra mit
globalen Variablen dynamisch verkniipft. Da die Differenzial- und Integralrechnung gerade die
Mathematik der Verdnderung und der Dynamik ist, eignet sich TI-Nspire™ CAS besonders
gut zur Unterstiitzung und Erweiterung der unterrichtlichen und mathematischen Konzepte.
Insbesondere die dynamischen Systeme werden noch dynamischer.

Der urspriingliche Text wurde tiberarbeitet und teilweise neu konzipiert und erweitert um den
neuen technologischen Mdoglichkeiten gerecht zu werden. Insbesondere wurde die Tabellenkal-
kulation sowie die Moglichkeit dynamisch verdnderbarer Parameter vermehrt einbezogen. Dabei
wurden auch viele neue Aufgaben aufgenommen. Das bewidhrte Grundkonzept wurde jedoch
beibehalten.

Das Buch ist sowohl fiir den Einsatz des Handhelds TI-Nspire™ CAS mit Touchpad als auch fiir
die entsprechende TI-Nspire™ CAS Software (gibt es als Variante fiir Schiiler und ftir Lehrer)
geeignet. Die sich im Buch befindlichen Screenshots und auch die ergénzenden TI-Nspire™
CAS-Dateien (tns-files) wurden mit der Lehrer-Software erstellt. Die Dateien finden Sie auf der
TI-Materialdatenbank unter: www.ti-unterrichtsmaterialien.net

Vorwort zur ersten Auflage (2007)

Die Differenzial- und Integralrechnung ist eine weit entwickelte Methode des Umgangs mit
funktionalen Beziehungen, welche in wissenschaftlichen und mathematischen Problemen auf-
tauchen. Seit ihren Anfangen ist sie eine Sprache zur Beschreibung des quantitativen Zusam-
menhangs verschiedener Grossen und liefert Werkzeuge zur Erforschung dieser Zusammenhén-
ge. Die grosse Faszination, welche sie auszuiiben vermag, liegt wesentlich in ihren vielfdltigen
Anwendungsmoglichkeiten und ihren Beziehungen zu andern Wissenschaften. Sie liefert die
Grundlage zur Moglichkeit der Mathematisierung konkreter Probleme, welche es erlaubt, die
Probleme genauer zu erfassen und Prognosen iiber den weiteren Verlauf zu erstellen. So basie-
ren sowohl die Berechnungen der Planetenbahnen, Voraussagen iiber den Verlauf chemischer
Reaktionen, die Wetterprognosen wie auch Prognosen tiber wirtschaftliche oder soziale Entwick-
lungen auf Modellen, welche die Werkzeuge der Differenzial- und Integralrechnung verwenden,
um nur einige Beispiele zu erwéhnen.
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Die enorme Bedeutung der Differenzial- und Integralrechnung fiir die Entwicklungsgeschichte
und fiir die Praxis der Wissenschaften rechtfertigt es, dass sie eine zentrale Stellung in der wis-
senschaftlichen und wissenschaftspropadeutischen Ausbildung einnimmt. Sie bildet das Kern-
stiick der Mathematik am Gymnasium und hat auch an Fachhochschulen und nicht zuletzt an
der Universitait eine wichtige Stellung. Das vorliegende Buch méchte nicht nur ins Thema einfiih-
ren, sondern gleichzeitig die grosse Bedeutung und den weit gesteckten Anwendungshorizont
aufzeigen. Es eignet sich deshalb ganz besonders fiir einen allgemein bildenden Unterricht,
wobei jedoch auch die rein mathematischen Themen nicht zu kurz kommen. Im Unterschied
zu herkdmmlichen Lehrbiichern nimmt das Gebiet der Differenzialgleichungen eine zentrale Stel-
lung ein. Sie tauchen schon im ersten Kapitel auf und ziehen sich wie ein roter Faden durch
den ganzen Lehrgang hindurch. Differenzialgleichungen spielen eine bedeutsame Rolle in vie-
len Wissenschaften und sie gehéren deshalb zum Kern eines Lehrgangs tiber Differenzial- und
Integralrechnung. Mit Hilfe des Einsatzes zeitgemésser Wekzeuge wie CAS-Rechner oder Com-
puter ist eine mehr als nur oberfldchliche Betrachtung auch in einem einfithrenden Lehrgang
moglich.

Die folgenden Ziele werden dabei angestrebt:

¢ Entwicklung der grundlegenden Konzepte der Differenzial- und Integralrechnung im Kon-
text wissenschaftlicher Fragestellungen und Probleme.

¢ Verstdndnis fiir Differenzialgleichungen.
¢ Verstindnis fiir mathematische Modelle, ihre Konstruktion und ihre Interpretation.

¢ Fihigkeit, numerische Methoden anzuwenden und zu verstehen, insbesondere die Metho-
den der sukzessiven Approximation.

* Fihigkeit, graphische Darstellungen zu entwickeln und zu verstehen.
¢ Sinnvoller Einsatz von Hilfsmitteln wie CAS-Rechner oder Computer.
¢ Forderung interdisziplindren und vernetzten Denkens.

Sowohl numerische wie auch graphische Methoden erhalten gegeniiber herkdmmlichen Lehr-
gingen ein grosseres Gewicht, was dank des Einsatzes elektronischer Hilfsmittel moglich wird.
So werden graphisch nicht nur Funktionen betrachtet, sondern auch Trajektorien und Phasen-
portrits. Dagegen wird den mehr formal rechentechnischen Gesichtspunkten weniger Gewicht
eingerdumt. So wird auf eine ausfiihrliche Behandlung des Themas Kurvendiskussion verzichtet,
ebenfalls werden Integrationsmethoden wie partielle Integration oder Integration durch Substi-
tution sowie die Zerlegung in Partialbriiche nicht behandelt. Im angelsidchsischen Raum wird
ein Unterschied zwischen Analysis und Differenzial- und Integralrechnung (Calculus) gemacht.
In der Analysis werden unter anderem die Grundlagen der reellen Zahlen, der Stetigkeit von
Funktionen und der Grenzwertrechnung behandelt, wahrend sich «Calculus» mehr an den An-
wendungen und am eigentlichen «Kalkiil» (Ableiten, Integrieren) orientiert. Der vorliegende
Text orientiert sich an dieser Unterscheidung, Grenzwert und Ableitung werden vorerst intui-
tiv eingefiihrt und nur teilweise exakt definiert. Ebenfalls wird die Stetigkeit der betrachteten
Funktionen stillschweigend vorausgesetzt und nicht weiter problematisiert.

Zur Entstehungsgeschichte dieses Buchs
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Der vorliegende Text resultiert aus einer langjdhrigen Unterrichtspraxis, insbesondere auf der
Oberstufe des Gymnasiums, mit Schiilerinnen und Schiilern aller Ausrichtungen, sowie aus ei-
nem ldngeren Weiterbildungsaufenthalt in den USA, der vor allem den dort laufenden Program-
men der «Calculus Reform» gewidmet war. Daraus entstand die Uberzeugung, dass die neuen
Technologien, wie CAS-Rechner und Computer, zu einer grundlegenden Reform des Unterrichts
in der einfithrenden Phase fiihren miissen: Der Bereich der Themen kann radikal erweitert wer-
den, was zu einem bedeutsameren und interessanteren Unterricht fiihrt. Ein CAS-gerechter
Unterricht darf sich demnach nicht in der Anpassung der Aufgaben des herkémmlichen Stoffs
an die neuen Moglichkeiten begniigen, sondern soll diese Moglichkeiten fachlich, didaktisch
und methodisch vielfdltiger nutzen. Insbesondere erweist es sich als durchfiihrbar, in einem
einfithrenden Kurs bis zu nichtlinearen Systemen von Differenzialgleichungen vorzustossen. Ist
der Hohepunkt der Anwendungen in einem traditionellen Lehrgang etwa in Extremalwertauf-
gaben (z.B. optimale Dimension einer Konservendose) zu finden, so erméglicht dieser Zugang
viel mehr relevante inhaltsreiche Anwendungen, die als sehr bedeutsam erfahren werden und
in hohem Masse die Wirksamkeit mathematischer Methoden und Modelle aufzeigen. Die Bot-
schaft, die der vorliegende Text schlussendlich vermitteln mochte, lautet:

Komplexe Zusammenhinge und Systeme sind im Prinzip mit mathematischen Methoden in
Modellen darstellbar und damit prognostizierbar und in einem gewissen Sinne «verstehbar».
Mathematik wird damit zu einem bedeutsamen Instrument fiir das Verstindnis der Grund-
strukturen der Wellt.

Wenn es gelingt, den Gymnasiastinnen und Gymnasiasten dieses Bild von Mathematik auf ih-
ren Weg mitzugeben, dann ist damit ein wichtiger Beitrag an ihre Allgemeinbildung geleistet
worden.

Didaktisch methodische Anmerkung

Der Text stellt die Materialien (Theorie, Aufgaben, Anhdnge) bereit, ohne jedoch eine Unter-
richtsmethode vorauszusetzen. Damit eine freie und individuelle Gestaltung des Unterrichts
moglich bleibt, wurde bewusst auf eine zu weit gehende didaktische Gestaltung verzichtet, die-
se liegt vielmehr im Aufgabenbereich der Unterrichtenden.

Das Kapitel 8 kann schon nach dem Kapitel 4 behandelt oder auch ganz weggelassen werden.
Das Kapitel 9 ist eher als Zusatzstoff (fiir das Schwerpunktfach oder Ergdnzungsfach) gedacht
und kann tibersprungen werden. Erfahrungsgemdss kann der Stoff (ohne Kapitel 9) bei 4 Lek-
tionen pro Woche in etwa einem Jahr behandelt werden.

An wen richtet sich diese Buch?

Dieses Buch ist in erster Linie fiir eine zusammenhé&dngende Einfithrung in die Differenzial- und
Integralrechnung geeignet. Der klassische Stoff wird behandelt, die in den tiblichen Lehrpla-
nen an deutschsprachigen Gymnasien in Europa geforderten Inhalte werden damit weitgehend
abgedeckt. Dariiber hinaus bietet es aber eine leicht zugangliche Einfiihrung in die Differenzi-
algleichungen, ins mathematische Modellieren, in dynamische Systeme und in eine addquate
Verwendung fortgeschrittener Technologie, d.h. insbesondere eines CAS-Rechners. Obschon der
Text als eine in sich zusammenhé&dngende Einfithrung konzipiert wurde, ist es durchaus moglich,
einzelne Kapitel als Erganzung und Vertiefung zu einem traditionellen Lehrgang zu verwenden.

Dank

Die wichtigsten Ideen zu diesem Buch entstanden wéhrend eines Weiterbildungsurlaubs in den
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che mir wichtige Riickmeldungen gaben sowie T. Gautschi-Hess fiir ihre wertvolle Hilfe bei der
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1 Ein mathematisches Modell und die
Anderungsrate

Die Differenzial- und Integralrechnung! ist eine Sprache zur Beschreibung des quantitativen Zu-
sammenhangs verschiedener Grossen in einem bestimmten Kontext und liefert uns Werkzeuge
zur Erforschung dieser Zusammenhinge. Wir werden zu jedem Problem meist drei verschie-
dene Betrachtungsweisen parallel nebeneinander entwickeln: eine numerische, eine algebraische
und eine geometrische. Im Verlaufe der Untersuchung und Entwicklung verschiedener Model-
le werden wir die wichtigsten mathematischen Begriffe und Werkzeuge der Differenzial- und
Integralrechnung erarbeiten.

Im ersten Kapitel wird zu einer physikalischen Problemstellung, der Abkiihlung eines heissen
Getranks, ein einfaches Modell entwickelt. Dabei werfen wir einen ersten Blick auf den zentra-
len Begriff der Anderungsrate einer Grosse, welche in der mathematischen Sprache dann erste
Ableitung heisst. Ebenfalls taucht hier schon die erste Ratengleichung auf, in der Fachsprache
wird diese dann als Differenzialgleichung bezeichnet.

1.1 Die Abkiihlung eines heissen Getranks

Wir betrachten ein Beispiel, das mit einfachen Hilfsmitteln experimentell durchgefiihrt werden
kann. In einem Raum mit der Umgebungstemperatur T,, = 21.7°C befindet sich eine Tasse
heissen Kaffees mit der anfanglichen Temperatur Ty = 79.7 °C. Wie kiihlt sich der Kaffee mit der
Zeit ab? Die Temperatur T des Kaffees ist eine Funktion der Zeit, wir schreiben dies in der Form
T = T(t). Das Funktionsgesetz kennen wir vorldufig noch nicht. Einen ersten Zugang kénnen
wir experimentell gewinnen, indem wir den Temperaturverlauf messen und graphisch anzeigen.
An einen PC oder einen CAS-Rechner kann eine Temperatursonde angeschlossen werden, so
dass der zeitliche Verlauf der Temperatur direkt auf den Rechner iibertragen wird und die Daten
gespeichert und angezeigt werden. Im vorliegenden Beispiel wurde alle 0.1 Minuten (alle sechs
Sekunden) eine Temperaturmessung vorgenommen > und man erhielt den in der Abbildung
1.1 dargestellten Temperaturverlauf. Liest man die Werte jede Minute ab, dann erhélt man die
Tabelle 1.1

Tabelle 1.1: Temperatur des Kaffees, jede Minute gemessen

t in min 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tin°C | 79.7 704 631 572 522 481 444 411 385 36.1 340

! Anstelle von Differenzial- und Integralrechnung wird v.a. im deutschen Sprachraum oft von Analysis gesprochen.
’Die Messungen erfolgten mit der Messsonde EasyTemp™ von Vernier™.
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Kapitel 1. Ein mathematisches Modell und die Anderungsrate

Beim vorliegenden Experiment erfolgte alle 0.1 Minuten eine Messung, so dass eine Tabelle mit
einer feineren Zeitunterteilung erstellt werden konnte. Beispielsweise erhielt man fiir die Zeit
zwischen 5.5min und 6.5min die Tabelle 1.2

Tabelle 1.2: Abkiihlung des Kaffees zwischen 5.5 min und 6.5 min

tinmin | 55 5.6 57 5.8 59 6.0 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5
Tin°C | 4624 4585 4549 4512 4476 4440 4405 4371 4336 43.03 42.70

Temp |°C)
&0
40
® 60 Time (sj

Abbildung 1.1: Abkiihlung eines Kaffees

Um das Gesetz genau zu kennen und damit auch die Griinde fiir die Gestalt der gewonnenen
Kurve zu ermitteln, bendtigen wir eine genauere Untersuchung. Dazu stellen wir ein Modell
auf, welches wir dann mit der Wirklichkeit vergleichen.

1.2 Die momentane Anderungsrate oder erste Ableitung

Wir fithren den Begriff der momentanen Anderungsrate (erste Ableitung) ein. Die betrachtete Tem-
peratur dndert sich mit der Zeit; das Tempo, mit der dies geschieht, nennen wir die Ande-
rungsrate der Temperatur. In der ersten Minute verringert sich die Temperatur um 9.3 °C (vgl.
Tabellel.1). Wiirde sich die Temperatur weiterhin in jeder Minute um 9.3 °C verringern, dann
wire die Anderungsrate , welche wir mit T’ bezeichnen, konstant, nimlich T’ = —9.3°C/min.
Wiirde die Abkiihlung so stattfinden, dann wiirde sich unser Kaffee innerhalb von 10 min von
79.7°C auf -13.3 °C abkiihlen und der Verlauf der Temperatur konnte durch die lineare Funktion
T(t) = 79.7 — 9.3t beschrieben werden. Tatsdchlich erkennt man jedoch, dass der Temperatur-
verlauf nicht linear ist, was es notwendig macht, den Begriff der momentanen Anderungsra-
te genauer zu erarbeiten. Die Anderungsrate ist namlich nicht konstant, sondern dndert sich
dauernd, so wie sich etwa die Geschwindigkeit® ist eines Fahrzeugs beim Abbremsen auch
dauernd dndert. So wie wir bei einem Abbremsvorgang zu jedem Zeitpunkt von einer Momen-
tangeschwindigkeit sprechen koénnen, gibt es auch bei der Abkiihlung des Kaffees zu jedem

3Die Geschwindigkeit ist die Anderungsrate des Orts
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1.2. Die momentane Anderungsrate oder erste Ableitung

Zeitpunkt eine momentane Anderungsrate der Temperatur. Im betrachteten Beispiel betrégt die
(mittlere) Anderungsrate in der ersten Minute etwa —9.3°C/min, in der zweiten Minute etwa
—7.3°C/min und in der zehnten Minute nur noch etwa —2.1°C/min (vgl. Tabelle 1.1).

Wie kénnen wir die momentane Anderungsrate zu einem bestimmten Zeitpunkt moglichst ge-
nau ermitteln?

Wenn wir beispielsweise die Anderungsrate zum Zeitpunkt t = 6 min mit Hilfe der Tabelle 1.1
nidherungsweise ermitteln wollen, dann gibt es drei Mdoglichkeiten:

1. Vorwirts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit t, = 6 min und zur Zeit t, = 7min
und bestimmen aus der Temperaturdifferenz und der Zeitdifferenz die Anderungsrate.

Wir erhalten 41.1°C — 44.3°C
T = = = —3.3°C/min.
1 min

2. Riickwirts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit t, = 5min und zur Zeit t, = 6 min
und bestimmen wiederum aus den Differenzen die Anderungsrate. Wir erhalten

_444°C—48.1°C

Tl
1 min

= —3.7°C/min.

3. Vorwirts und riickwirts: Wir betrachten diesmal die Temperatur zur Zeit t, = 5min
und zur Zeit t, = 7 min und berechnen wiederum aus Temperatur- und Zeitdifferenz die
Anderungsrate. Wir erhalten

N 41.1°C —48.1°C
- 2min

T = —3.5°C/min.

Der dritte Wert liegt zwischen den beiden andern und entspricht am ehesten der momentanen
Anderungsrate zur Zeit t = 6 min.

Genau genommen haben wir mit allen drei Verfahren nur eine mittlere Anderungsrate in ei-
nem bestimmten Zeitintervall berechnet. Mit Hilfe der Tabelle 1.2 kénnen wir die (momentane)
Anderungsrate zur Zeit t = 6min in einem kleineren Zeitintervall genauer berechnen. Wenden
wir wieder die drei Moglichkeiten an:

1. Vorwirts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit t, = 6min und zur Zeit t, = 6.1 min
und bestimmen aus der Temperaturdifferenz und der Zeitdifferenz die Anderungsrate.

Wir erhalten 44.05°C — 44.40 °C
T/ & 44.05°C — 44, = —3.5°C/min.
0.Tmin

2. Riickwdrts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit t, = 5.9 min und zur Zeit t, = 6 min
und bestimmen wiederum aus den Differenzen die Anderungsrate. Wir erhalten

_44.40°C — 44.76°C

T/
0.1 min

= —3.6°C/min.

3. Vorwirts und riickwirts: Wir betrachten diesmal die Temperatur zur Zeit t, = 5.9 min
und zur Zeit t, = 6.1 min und berechnen wiederum aus Temperatur- und Zeitdifferenz
die Anderungsrate. Wir erhalten

_44.05°C —44.76°C

Tl
12s

= —3.55°C/min.
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Kapitel 1. Ein mathematisches Modell und die Anderungsrate

Wir stellen fest, dass die drei Resultate jetzt viel ndher beieinander liegen.

Wenn wir die momentane Anderungsrate zu einem bestimmten Zeitpunkt noch genauer bestim-
men wollen, dann benétigen wir eine Tabelle mit einer moglichst feinen zeitlichen Abstufung,
d.h. Messwerte, die zeitlich moglichst nahe beieinander liegen. Prinzipiell wird die Bestim-
mung der momentanen Anderungsrate umso genauer, je kleiner wir das Zeitintervall wéhlen.
Bei Funktionen, die durch einen Term gegeben sind, werden wir ein Verfahren entwickeln, das
Zeitintervall beliebig klein werden zu lassen. Bei Funktionen, die aus Messungen gewonnen
wurden, sind da jedoch Grenzen gesetzt. Auch wenn die Messungen kontinuierlich erfolgen,
sind sie mit einer gewissen Ungenauigkeit behaftet und diese kann bei sehr kleinen Zeitinter-
vallen bei der Berechnung der Anderungsrate stark ins Gewicht fallen.

Prizisierung: Die mittlere und die momentane Anderungsrate

Bestimmen wir die Anderungsrate der Temperatur zwischen zwei Zeitpunkten t, und tp, mit

Hilfe der Werte zu diesen Zeitpunkten, also mit dem sog. Differenzenquotienten
Temperaturdifferenz ~ T(ty,) — T(tq) AT

= = — ~T
Zeitdifferenz ty —tg At '

so ist dies die mittlere Anderungsmte im betrachteten Zeitintervall. Diese ist, wenn das Zeitinter-
vall geniigend klein ist, ein Niherungswert fiir die momentane Anderungsrate* T' im betreffenden
Zeitintervall.

Bemerkung zur Delta-Notation : Um Differenzen resp. Anderungen von Grossen anzuzeigen,
verwenden wir den griechischen Buchstaben A ( Delta).

1.3 Die Differenzialgleichung fiir den Abkiihlvorgang
(Newtons Abkiihlungsgesetz)

Wir stellen im folgenden ein Modell fiir den Abkiihlvorgang auf.” Das Experiment zeigte, dass
die Anderungsrate der Temperatur mit zunehmender Abkiihlung des Kaffees immer kleiner
wurde. I. Newton stellte nun auf Grund von Messungen und von physikalischen Uberlegungen
das folgende Modell auf:

* Die Energie (Wédrme), die wihrend eines kleinen Zeitintervalls At vom Kaffee an die Um-
gebung abgegeben wird, ist proportional zur Differenz T(t) — T, und zur Grosse des
Zeitintervalls At. T(t) ist die Temperatur des Kaffees zur Zeit t und T,, die Umgebungs-
temperatur. Mit andern Worten: die (momentane) Anderungsrate der innern Energie des
Kaffees ist proportional zur Temperaturdifferenz
T(t) — Ty

¢ Die (momentane) Anderungsrate der Temperatur ist proportional zur Anderungsrate der
innern Energie und damit ebenfalls proportional zur Temperaturdifferenz T(t) — T,.

Daraus ergibt sich die folgende DIFFERENZIALGLEICHUNG fiir die Abkiihlung:

T(t) =k (T(t)— Ty). (1.1)

“Die genaue Definition der momentanen Anderungsrate folgt im néchsten Kapitel
Dieses Modell geht auf den Physiker I. Newton (1642-1727) zuriick
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1.4. Die Euler-Methode zur numerischen Losung von Differenzialgleichungen

Die Gleichung (1.1) ist eine sog. Differenzialgleichung oder Ratengleichung. Sie gibt uns einen
Zusammenhang zwischen der Funktion T und ihrer momentanen Anderungsrate T/, nicht aber
die Funktion selbst. Eines der Hauptziele der folgenden Arbeit wird darin bestehen, Methoden
zu entwickeln, welche es ermdglichen, die Funktion oder die Funktionen zu finden, die eine
bestimmte Differenzialgleichung oder ein System von Differenzialgleichungen erfiillen. Das Auf-
finden dieser Funktionen heisst Ldsen der Differenzialgleichung(en).

Bemerkung: Die Gleichung (1.1) ist ein Modell zur Beschreibung des Temperaturverlaufs. Tat-
sdchlich wird der Temperaturverlauf nicht exakt diesem Gesetz folgen. Der Temperaturverlauf
wird von vielen Faktoren beeinflusst: Warmeleitung, Warmestrahlung, Verdunstung, Bewegun-
gen innerhalb der Fliissigkeit, Luftbewegungen in der Umgebung etc. Weiterhin spielt es auch
eine Rolle, an welcher Stelle die Temperatur gemessen wird und zudem sind Messungen nie
ganz exakt. Das vorliegende Modell ist eine Idealisierung und Vereinfachung, welche jedoch
dem effektiven Verlauf recht nahe kommt und das Wesentliche zeigt und deshalb zur Beschrei-
bung und Berechnung brauchbar und niitzlich ist. Die mathematisch berechneten Resultate
widerspiegeln jedoch nicht exakt die physikalisch gemessenen.

1.4 Die Euler-Methode zur numerischen Losung von
Differenzialgleichungen

Das mathematische Modell fiir das anfdnglich gestellte Problem der Abkiihlung des Kaffees
fiihrt uns auf ein sogenanntes Anfangswertproblem :

Gegeben ist eine Differenzialgleichung und ein Anfangswert, gesucht ist diejenige Funktion, die
die Differenzialgleichung erfiillt (also eine Losung ist) und durch den Anfangswert geht.
Beispiel:

Ein Abkiihlvorgang verlaufe gemdss der Differenzialgleichung

T(t) =%k (T)=Ty); T, =20°C, k= —0.1min~" mit dem Anfangswert T(0) = To = 80°C.

T, ist die Umgebungstemperatur, k ein Parameter, welcher von Form, Material, Grosse und
Inhalt des Gefdsses abhangt.

Da es sich um ein physikalisches Problem handelt, haben alle Grossen eine Einheit, so auch der
Parameter k. Wenn wir die Einheiten vorher vereinbaren, brauchen sie wiahrend der Rechnung
nicht speziell berticksichtigt zu werden.

Wir stellen nun die Frage: Wie gross ist die Temperatur nach 6 min, wie gross ist also T(6)?
Wir werden die Antwort in der Form einer Folge von immer besseren Ndherungen konstruieren.

Erste (grobe) Nadherung in einem Schritt

Esist T'(0) = —0.1- (80 — 20) °C/min = —6 °C/min.

Also ergibt sich in der Zeit At = 6 min eine Temperaturdnderung von

AT=T -At=—6 r:l—(1:n -6min = —36°C und damit erhélt man

T(6) =80°C —36°C =44°C.

Der Verlauf der Temperatur in den ersten sechs Minuten wird hier durch eine lineare Funktion
beschrieben (Abbildung 1.2).
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Kapitel 1. Ein mathematisches Modell und die Anderungsrate

80

(6,44)

10

» min

Abbildung 1.2: Euler-Methode, ein Schritt mit At= 6 min

Wir haben bei dieser Berechnung noch nicht beachtet, dass sich die Anderungsrate T’ zusammen
mit der Temperatur T auch dndert. Nachfolgend werden wir dies schrittweise immer besser
berticksichtigen.

Zweite Ndherung in zwei Schritten

Wir verwenden jetzt zwei Zeitschritte der Grosse At = 3min. Wir berechnen die Temperatur
nach 6 min mit der folgenden Tabelle:

Tabelle 1.3: Euler-Methode, zwei Schritte mit At = 3min

Zeit t | Temperatur T(t) | Anderungsrate T'(t) | Anderung AT =T’ - At
min °C °C/min °C
0 80 —6 —18
3 62 —4.2 —12.6
6 494

Der Verlauf der Temperatur in den ersten sechs Minuten wird hier durch eine Funktion be-
schrieben, die aus zwei Stiicken linearer Funktionen besteht, eine sogenannt stiickweise lineare
Funktion (Abb. 1.3).
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1.4. Die Euler-Methode zur numerischen Losung von Differenzialgleichungen

r1ea

8 1{1)=80-6-1, 0<3

T{f)=62-4.2-(+-3), 3<r<6

(6,404)

10
t

> (min)

Abbildung 1.3: Euler-Methode, zwei Schritte mit At = 3 min

Dritte Ndherung in sechs Schritten

Wir verwenden jetzt sechs Zeitschritte der Grosse At = 1min und berechnen die Temperatur
nach 6 min wieder mit einer Tabelle:

Tabelle 1.4: Euler-Methode, sechs Schritte mit At = 1 min

Zeit t | Temperatur T(t) | Anderungsrate T'(t) | Anderung AT =T’ - At
min °C °C/min °C

0 80 —6 —6

1 74 54 —5.4

2

3

4

5

6

Berechnen Sie selbst die fehlenden Werte in der Tabelle 1.4.
(Zur Kontrolle: Die Temperatur nach 6 min sollte 51.886 °C betragen.)

Der Graph besteht nun aus sechs Strecken, es handelt sich um eine stiickweise lineare Funktion
mit sechs Teilen (Abbildung 1.4).
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Kapitel 1. Ein mathematisches Modell und die Anderungsrate

80
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(5,554~ (6.51.9)
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Abbildung 1.4: Euler-Methode, sechs Schritte mit At = 1min

In der Abbildung 1.5 finden Sie die drei Ndherungen (1 Schritt, 2 Schritte und 6 Schritte) in

einem Bild dargestellt.

T
80

10

(°c)

»>

(min)

Abbildung 1.5: Euler-Methode mit einem, zwei und sechs Schritten

Wir kénnen nun die Anzahl der Schritte sukzessive weiter erhhen und erhalten damit immer
bessere Naherungen. Fiir eine Naherung mit 60 Schritten, also At = 0.1 min, sind die ersten
Zeilen in der Tabelle 1.5 aufgelistet.
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1.4. Die Euler-Methode zur numerischen Losung von Differenzialgleichungen

Tabelle 1.5: Euler-Methode mit At = 0.1 min

Zeit t | Temperatur T(t) | Anderungsrate T'(t) | Anderung AT =T’ - At
min °C °C/min °C
0 80 —6 —0.6
0.1 79.4 —5.94 —0.594
0.2 78.806
Grundprinzip:

Kennen wir in einer Zeile der Tabelle die Temperatur T(t) und die Temperaturdnderung AT,
dann ergibt sich die Temperatur in der nédchsten Zeile dadurch, dass wir die Temperaturédn-
derung AT zur Temperatur T(t) addieren. Da von einer Zeile zur nichsten die Zeit um At
zunimmt, bezeichnen wir die auf T(t) folgende Temperatur mit T(t 4+ At). Es ist also

T(t+At) =T(t) + AT.

Fiir die Temperaturdnderung gilt:

Temperaturinderung Anderungsrate mal Zeitintervall

AT - T/(t) - At.

Damit erhalten wir: Die Temperatur in der jeweils ndchsten Zeile wird berechnet gemdss

Tt+At) =T(t) +T'(t) - At.

Machen wir At immer kleiner, erhoht sich zwar der Rechenaufwand, dafiir aber auch die Ge-
nauigkeit. Die Berechnung gemadss der hier erkldrten Methode heisst EULER-METHODE. Mit
einem CAS-Rechner lassen sich die Tabellen fiir frei gewdhlte Zeitschritte einfach berechnen
und die damit ndherungsweise berechnete Funktion auch graphisch darstellen (Ndheres dazu
finden Sie im Anhang). Um die Zunahme der Genauigkeit zu analysieren, betrachten wir die
folgende Tabelle 1.6.

Tabelle 1.6: T(6) fiir At — 0

At Anzahl Schritte T(6)
6 1 44
3 2 494
1 6 51.886
0.1 60 52.829
0.01 600 52.919
0.001 6000 52.9277
0.0001 607000 52.9286
0.00001 600’000 52.9287
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