Schwingungsgleichung eines

elektromagnetischen Reihenschwingkreises

Gerald Kaiser
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Gegeben ist ein elektrischer Serienschwingkreis mit R = 10
Q, L =2mH und C = 2yF. Es ist die Differentialgleichung fiir
den Strom i(t) aufzustellen. Fur die erzwungene Schwingung
wird eine sinusférmige Wechselspannung

Abb.1

u;(t:l = u - sin{w - ) = 20 - sin (2000 - t)
angelegt. Es sollen dabei drei Falle untersucht werden: (1.)
Freie ungedampfte Schwingung; (2.) Freie gedampfte
Schwingung; (3.) Erzwungene Schwingung. Die Ldsungen
der einzelnen Falle sollen auch grafisch dargestellt werden.

Aufstellen der Differentialgleichung (DGL):
Aus dem 2.Kirchhoffschen Gesetz (Maschenregel) erhalt
man den Ansatz fiir die Differentialgleichung:
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Fir die einzelnen Spannungen an der Spule, am Widerstand
und am Kondensator gelten die Beziehungen:
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Einsetzen in die Maschenregel und anschlieRendes diffe-

renzieren der DGL nach der Zeit t fihrt auf:
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so erhadlt man die Schwingungsgleichung in der Ublichen
Form. Dabei handelt es sich um eine lineare inhomogene
DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

dZi(t) dai(t) . 1 dug(t)
— 28—+ wl-i(t) = —
dt= dt L dt

Freie Schwingung

Der Kondensator wird bei offenem Schalter auf die Span-
nung uq = u aufgeladen. Zum Zeitpunkt t = Os wird der
Schalter geschlossen und der Kondensator beginnt sich zu
entladen.

Abb. 2

Es flie3t ein Strom i(t). Bei einer freien Schwingung ist die
Summe der drei Spannungen null. Dies fihrt zur DGL
azi(t di(t I
- ) + 28— ) +w;-i(t) =0
dt= dt

(1
Eine freie Schwingung wird durch eine lineare homogene
Differentialgleichung 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten
beschrieben. Es gelten dabei die Anfangsbedingungen
i(0)=0 bzw, fir t=0:
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Sieht man vom Vorzeichen ab (Umkehrung der Stromrich-
tung), gelten die Anfangsbedingungen: i(0) =0 bzw.
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Freie ungedampfte Schwingung:
Eine freie ungedampfte Schwingung tritt auf, wenn der ohm-
sche Widerstand R = 0 (und somit die Abklingkonstante 6 =
0) ist. Dies fuhrt zur DGL:
d?i(t) L
-+ W i(t)=0

Die Losung dieser Differentialgleichung mit Hilfe des TI-
NspireT"’I ist in den Abbildungen 3, 4 und 5 dargestellt.
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Abb. 3
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Abb. 5

Die Losung der DGL ergibt den Strom

. U .
i(t) = N sin (w0 - t)
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Fir die grafische Darstellung werden die Werte fir wg, U, L
und C abgespeichert.
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Die Grafische Darstellung der freien ungedampften Schwin-
gung wird in den Abb. 7 und 8 gezeigt.
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Freie gedampfte Schwingung:

Fir die freie gedampfte Schwingung werden in der Differen-
tialgleichung nach (1) zwei Falle unterschieden

a) &#w0 (Schwingfall)

b) 6=w0 (Aperiodischer Grenzfall)
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Abb. 9

Um sofort auf die gewlinschten Losungen zu kommen, ist es
besser vor der Lésung der Differentialgleichung die Werte
fur die Abklingkonstante & und die Eigenfrequenz w0 abzu-
speichern.

Zu a) Schwingfall: 8#» 0
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Abb. 11

Abb. 12

Die Losung der DGL liefert den Strom i(t) im Schwingkreis.

) 4#39 = 2 .
i(t) = 4\3—9- £72500¢ . 5in(25001/39 - ) = 0.64 - e72500¢ . 5in(15612.5 - )
Aus dieser L6sung extrahiert man noch die Gleichungen fir
die Hillkurven:

. 439
(#) = + Y27 -2500¢
H(t) =+ 35 "¢

Zu b) Aperiodischer Grenzfall: 5=w0

Einfachheitshalber speichern wir & unter w0 ab. Normaler-
weise miufite man eine der GroRen ( elektrischer Widerstand
R oder Induktivitét L oder Kapazitat C ) abandern.

Man koénnte hier naturlich auch noch den Kriechfall behan-
deln, der dann auftritt, wenn die charakteristische Gleichung
zwei reelle Lésungen besitzt. Daraus ergibt sich dann auch
der Zusammenhang zwischen der Abklingkonstanten & und
der Eigenfrequenz w0.
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Abb. 13
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Abb. 14

Die L6sung der DGL liefert den Strom i(t) fir den aperiodi-
schen Grenzfall.

i(t) = 1000 - t - ¢ —2500¢

Erzwungene Schwingung:
Am Schwingkreis liegt nun eine sinusférmige Erregerspan-
nung

ug(t) = u- sin(w - t).

Diese Schwingungsform wird durch eine lineare inhomogene
DGL 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben:

d®ift) ~ dilt)
— + 24 -
dte? dt
s dif0)
mit i(0)=0 bzw. T=O.

C

+wi-i(t) = “L—w -cos{w - t)
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Abb. 17

Wenn die Stdrfunktion eine trigonometrische Funktion ist, ist
die spezielle Ldsung (wie bei jedem Computeralgebrasy-
stem) wesentlich komplizierter als bei einer handischen
Berechnung.

i(t) = 0.08- e725%%¢ . 5in(15612.5¢ — 1.73) + 0.02 - sin(2000¢ + 1.22) — 0.02 * sin(2000t — 1.43)

— 0.02 = cos(2000¢ — 1.43) + 0.02 * cos(2000¢) + 0.02 * cos(33324.99¢ + 3.00)
+0.02 # sin (33324.99t + 1.43)

In der ersten Grafik kann man sehr gut den Einschwingvor-
gang erkennen. In der zweiten Grafik sind der flichtige An-
teil (Teil der Gleichung mit der Exponentialfunktion) und der
stationare Anteil getrennt dargestellt.
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Da der stationdre Anteil (entspricht der partikuldren Losung
der DGL) in ungewohnter Form dargestellt ist, kann man
eine Kontrolle durchfiihren. Dazu wird der Ansatz

ip(t)=a-sin(fw-t) +b-cos(w-t)
in die DGL eingesetzt:

dip(t dip(t
p(t) . 5. 3iP()

dt? dt

1. dug(t)
L dt

+wi - ip(t) =

Der Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichungssy-
stem, das nach den Koeffizienten a und b geldst wird.
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—(a-sin(w-z)+b-cos(w-f))+2-5-;(a-sin(w-z'

(10000000-2+246000000-b)-cos(2000-£)+(22

ve( 10000000-z+246000000-5=2000000
246000000-2—10000000-5=0

a= 2 andb=£
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Abb. 20
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Abb. 21

Die Koeffizienten werden in den Ansatz eingesetzt und man
erhalt die partikulare Lésung. Dass die beiden Ldosungen
(vordefinierte desolve - Funktion vom TI-NspireT"’I und die
ermittelte Losung) Ubereinstimmen wird durch einen grafi-
schen Vergleich gezeigt. Zu diesem Zweck andert man die
Linienart der vorher gezeichneten stationaren Losung auf
punktiert. AnschlieRend legt man die ermittelte Funktion ip(t)
Uber die vorher gezeichnete Funktion.

ve( 10000000-2+246000000-5=20000001
246000000:2-10000000-5=0
@=3.30E-3 and 5=.08

3.3-10'3-sin(w-f)+.08-cos(w-!)—»r;p(f) ......... ™

Abb. 22
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Abb. 23
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Abb. 24

Man kann sehr gut erkennen, dass die beiden Funktionen
identisch sind.
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