» Eine Formel zur Berechnung von %
oder: Iteratives Losen von x" =a

il Fragestellung:

Wie kann man die Zahl finden, deren dritte Potenz 273
ist, also ﬁ berechnen?
Den Schdlerinnen und Schilern bieten sich aufgrund ihrer
Vorkenntnisse zunéachst (u.a.) die beiden folgenden Mdg-
lichkeiten, sich der Fragestellung zu ndhern.

(1) Intervallhalbierung:
6 < ﬁ <7 weil
6<273<6,5° weil 6°<273<65°
6,25° <3273 <6,5° weil 6,25° <273 <6,5°
6,375° <3273 <6,5° weil 6,375° <273<6,5°

6° <273<7°

(2) Graphisch:

Die Schilerinnen und Schiiler suchen nach dem Schnitt-
punkt von y = x> und y = 273. Zoomen ist hier nichts ande-
res als eine graphisch aufbereitete Intervallschachtelung.
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Abb. 1 Abb.2

Der Unterricht sollte die Moglichkeit eroffnen, die Anséatze zu
bewerten sowie die Herangehensweise als solche zu reflek-
tieren. Ein Nachteil bei beiden Verfahren ist, dass man im-
mer wieder hinschauen muss, wo man weitermacht, au3er-
dem ist die Naherung nur sehr langsam; nach 4 Schritten
wissen wir bei der Intervallhalbierung immer noch nicht wie
die erste Stelle hinter dem Komma lautet.

Iteration (iber Heronverfahren

Die gleiche Situation hatten wir aber schon einmal. Als wir
z.B. \/E berechnen wollten, ist es uns mit Hilfe geometri-
scher Uberlegungen (Quadrat durch Rechtecke annéhern)
gelungen, eine Formel zu entwickeln, mit der sehr schnell
und komfortabel die Wurzel berechnet werden kann (Heron-
verfahren). Diese Formel lautet fiir Ja:

Der Taschenrechner berechnet auf diese Weise Wurzeln!
Schiiler stellen nun von selbst die Frage: Gibt es fiir 3fa
auch so eine Formel?

Wir Gberlegen:

- \/; ist ja die Zahl deren Quadrat a ist, also Lésung der
Gleichung x*=a (diese Gleichung hat ubrigens noch
eine Lésung).

= Mit der Formel erhalten wir eine Naherungslésung der
Gleichung. Auf dem GTR erhalten wir irgendwann (meist
ziemlich schnell) immer wieder den gleichen Wert, aber
das liegt ja am Runden, wir wissen ja, dass die Dezimal-
darstellung oft nicht endlich ist. Wann wiirden wir beim
exakten Rechnen immer wieder denselben Wert erhal-
ten? Wenn Xpeu = Xait ist, andert sich nichts mehr, alles
bleibt fest (fix), also:

n

1 a 1 a
X =—(x_+—), also: x=—=(x+— #
eu 2 ( neu Xneu ) 2 ( X) ( )
Wir formen jetzt die letzte Gleichung ein wenig um, wir spie-
len mit ihr:

x=1(x+a)<:>2x:x+3
2 X X

a 2
S X=—& X" =a
X

Oh! Die Formel fir das Heronverfahren ist also nichts ande-
res als die umgeformte Ausgangsgleichung x*=al
Wenn wir also jetzt unsere neue Ausgangsgleichung x’=a
auf ahnliche Weise umformen, haben wir (vielleicht) eine
Formel. Wir missen so umformen, dass links ,x“ alleine
steht und rechts etwas ,mit x* steht. Hier muss also genau
das gemacht werden, was sonst nicht gemacht werden
durfte! Wenn wir eine solche Formel haben, dann gilt wieder:
Wir wéhlen einen Startwert, dann mit der Formel den
neuen x-Wert bestimmen, diesen dann zum alten x-Wert
machen, ...

Es gibt natirlich mehrere Mdglichkeiten fir solche Umfor-
mungen. Die Schilerinnen und Schiiler versuchen einfach
einige, wir wahlen a =273 und iterieren (,Enter* wieder-
holt den letzten Befehl):

Wir suchen eine ,,Heron‘“-Formel

Xooy = %(xalt + i) ) 1) Naheliegend ist folgende Umformung:
Xa . 273

Wir miissen einen Startwert wdhlen, dann muss man mit X' =213 x= = (1)
der Formel den neuen x-Wert bestim.men, diesen dann EY B . DEEEo 50
zum alten x-Wert machen, dann mit der Formel den 5 L 1BEez2s21e
neuen x-Wert bestimmen, diesen dann zum alten x-Wert 2V ISREFE 1@, 9z - ?ggggésggg?;
machen, dann mit der ... 2. 289377289 1.9356736E85E15

Xalt S2.88682752 F.28611651-29

’7 . ABEe25218 5. 14245489953
Xpeu = (Xart) Abb. 3 Abb.4
Xneu
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Die Werte springen zwischen ganz kleinen und ganz gro3en
Werten hin und her, sie scheinen sich 0 und o zu nahern,
nicht einem festen Wert.

2) Diese Umformung ist weniger naheliegend:
x} =273 & x(x* +1)=273+x

_273+x ()
X% +1
S 39, BES42262
o « 2A43ISAGT2T
C2F3+HRIACHE+] 238 262, 2928788
HAFTE2IVS3
18, 69230759 272.9912486
2.459922168 HATIZEZE1E
39.BE542262 272 9926736
Abb.5 Abb.6

Hier stabilisieren sich zwar die Werte, aber nicht bei einem
Wert sondern abwechselnd bei zwei Werten und beide pas-
sen Uberhaupt nicht.

3) Carina orientiert sich an der Heron-Formel und baut:

1 273
X= E (X + 7) (3)

DFE £. 694602536
] £. 392978162
1524 CR+27 3/ RE 2 +K B. 23633702
£.4631 166859
735 . 499307403
. 134381659 £.451111541
£. 6946025336 . £. 498183852

Abb.7 Abb.8

Die Werte stabilisieren sich anscheinend, wenn man noch
weiter iteriert, bleiben sie irgendwann einmal fest. Dies ge-
schieht zwar erst nach 33 Schritten, aber Carina hat das
Problem mit einer produktiven Analogiebildung geldst!

4) Herr Korner lasst diese Umformung vom Himmel fallen:
x® =273 o 3x® = 2x* + 273

(o 2X°+273 (4)
o 3x? _
SRS G. 487321951
b c.427154121
CERFH2TINACIRE D+ £.427154117
“ £.4287154117
6. IFIIIIIIT G.487154117
B S2BZE2E6 74 G.487154117
f. 487321951 G. 487154117
Abb.9 Abb.10

Die Werte stabilisieren sich wie beim Heronverfahren sehr
schnell, sie konvergieren gegen die gesuchte Zahl.

Die Formel zu (4) liefert genau das, was wir wollten! Selbst
wenn wir mit anderen Startwerten beginnen, stabilisieren
sich die Werte schnell. Wir verallgemeinern von 273 auf a
und erhalten folgende Formel:
2x° +a

X = 5

3x
Mit dieser Formel berechnet auch der Taschenrechner %/; .

(##)

Als nachstes suchen wir jetzt eine Formel flr #a . Suchen
brauchen wir eigentlich nicht mehr, denn wir kénnen ja Cari-
nas Ansatz auf die neue Gleichung Ubertragen und erhalten:

1 a
X = > (x+ v )
Eine Uberpriifung zeigt, dass die Werte sich auch hier einem
bestimmten Wert nahern und sich stabilisieren, aber wieder
langsam. Vielleicht besteht ja auch ein Zusammenhang
zwischen der Kérnerformel (4) und der Heronformel?! Ver-
suchen wir doch mal die Heronformel umzuformen (,auf
einen Bruch...”):
x a x*+a 1W’+a
X=—4—= =
2 2x  2x 2x'

Ein Vergleich mit (##) lasst die Vermutung aufkommen, dass
_3x*+a
Caxd

eine geeignete Formel fir {‘/; ist. Wir Uberprifen zunachst,

ob wirvon x*=a zu (###) kommen:
X=3x4+a e4x' =3x"+raex*=a
4x°
So weit, so gut; jetzt iterieren und hoffen wir (und wahlen
a = 362):

()

LR 4. 362331306
4 4.36191473
L3RG+ 302 0 Cdy 4.361214441
AR 4.361214441
4.4148625 4.361214441
4. 3628313686 4.351914441
4.36191473 2 4.351914441

Abb. 11 Abb. 12

Es klappt! Carinas Idee, sich auf die Heron-Formel zu be-
ziehen, war richtig, nur gibt es da eben auch verschiedene
Méoglichkeiten. Damit haben wir eine Formel zur Berechnung
von Q/; gefunden. Wir kénnen das auch anders ausdriic-
ken: Wir haben die Gleichung x" = a iterativ geldst, zusam-
mengefasst: Mit der lterationsformel

alt

(n=1)-x" +a
neu= r.|.Xn—1

alt
erhalt man iterativ, ndherungsweise, die positive Losung der
Gleichung x" = a, also einen Naherungswert fiir Ya .

Gibt es noch Fragen? Natrlich.

= Fir gerade Werte von n gibt es manchmal keine Losung
(@) und manchmal zwei Lésungen (b). Was passiert
dann bei (a), wenn man die lterationsformel anwendet?
Wie bekommt man bei (b) die zweite Lésung iterativ, also
wie findet man eine lterationsformel dafiir?

= Beim Heronverfahren haben uns geometrische Uberle-
gungen geholfen, die Formel zu finden. Gibt es etwas
Entsprechendes auch fiir x" = a? Wenn nicht Herr Kérner
die Umformung 4) mit der Formel (##) gefunden hatte,
was dann?

= Warum stabilisieren sich die Werte nur manchmal? Wie
kommt es zu diesem seltsamen Pendeln zwischen zwei
Werten oder dem Streben ins Unendliche?
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