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» Konfidenzintervalle mit dem TI-Nspire™ CAS

Reimund Vehling

In dem vorliegenden Aufsatz soll einmal mehr auf

Konfidenzintervalle fiir Binomialverteilungen einge-

gangen werden. Konfidenzintervalle kénnen mithilfe
des TI-Nspire™ CAS auf verschiedene Art und Weise be-
rechnet werden. Gerade deshalb ist es fir die Lehrenden
wichtig zu wissen, was Konfidenzintervalle sind — und was
nicht. Besonders im Fokus steht hierbei das Zusammenspiel
der drei Anwendungen Calulator, Notes und Data & Statistics.
Der Mehrwert eines CAS-Systems wird hoffentlich deutlich:
Durch die Erstellung von Makros/Funktionen gelingen einfa-
che Realisierungen fiir verschiedenartige Problemstellungen.
Es bleibt Zeit zum Nachdenken, Fragenstellen, Ausprobieren
und zum Tiefbohren.

Zur Theorie

Ausgangspunkt ist gewdhnlich die Approximation der Binomi-
alverteilung mit dem Parameter p durch die Normalverteilung.
Damit liegen die zu messenden relativen Haufigkeiten h mit
der Sicherheitswahrscheinlichkeit y im so genannten Progno-
p-(1-p)
n

Hierbei sind y und z durch y = f_zz(p(t) dt miteinander ver-
knlpft (¢ bezeichnet die Dichte der Standard-Normalver-
teilung).

Prognoseintervalle kommen also dann ins Spiel, wenn ein
bekannter Parameter p einer Grundgesamtheit gegeben ist
und man wissen will, wie sich Stichprobenergebnisse h um
den Parameter p verteilen. Es geht also um die Richtung ,von
der Grundgesamtheit zur Stichprobe® und Aussagen wie
diese: h liegt mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit in dem um p

symmetrischen Intervall [p — a; p + a], mita = 1,96 - ’%_p).
Ist umgekehrt das Stichprobenergebnis h gegeben und p

seintervall mit den Grenzen p + z(y) -

p(1-p)

gesucht, somuss h=p + z(y) - -

jeweils nach p aufge-

I6st werden. Hier geht es um die Sichtweise ,von der Stich-
probe zur Grundgesamtheit.“ Die beiden Losungen liefern die
Grenzen des so entstehenden Konfidenzintervalls. An dieser
Stelle sollte nicht das Losen quadratischer Gleichungen im
Vordergrund stehen. Das kann sehr gut der Rechner lber-
nehmen.

Wichtiger ist die erste Interpretation fir das, was damit er-
reicht worden ist: Ein Konfidenzintervall besteht aus allen
Werten fiir p, deren Prognoseintervall das Stichprobenergeb-
nis h enthalt. Damit ist noch nicht die Bedeutung der Vertrau-
enswahrscheinlichkeit geklart. Hier helfen in einem zweiten
Schritt Simulationen. Soweit die einfache Theorie. Das so
erhaltene Konfidenzintervall mit den exakt berechneten Gren-
zen heillt WILSON-Intervall. Es ist aber deshalb noch lange
kein exaktes Konfidenzintervall, da wir ja die Approximation
der Normalverteilung vorher reingesteckt haben. Wird noch
einmal approximiert, dazu spater mehr, ergibt sich das
WALD-Intervall. Insgesamt sind die Berechnungen einfach,
die Interpretationen leider nicht. Warum kann man nicht sa-
gen, dass p mit der Vertrauenswahrscheinlichkeit y im Kon-

fidenzintervall liegt? Wieso darf man eigentlich nicht von dem
Konfidenzintervall reden, sondern nur von der Realisation
einer Zufallsgré3e H? Die ZufallsgroRe H (Punktschatzer) ist
etwas anderes als die Realisation h (Punktschatzung). Ich
erwahne das zwar in meinem Unterricht, verzichte aber im
weiteren Verlauf auf eine Unterscheidung — wie auch gele-
gentlich in den weiteren Ausfiihrungen.

Umsetzung im Unterricht — Teil 1: Prognoseintervalle und
Stichprobenverteilungen
Um die Methode ,Konfidenzintervall® zu verstehen, ist es
sinnvoll, sich mit dem Begriff des Prognoseintervalls in ver-
schiedenen Kontexten zu beschéftigen. Es reicht nicht aus,
fur verschiedene Binomialverteilungen Sigma-Umgebungen
zu berechnen. Der Fokus sollte auf Prognoseintervalle liegen,
die aus den Sigma-Umgebungen durch Division von n ent-
stehen. Hier geht es also um relative Anteile. Prognose-
intervalle sind fur das Verstéandnis von Konfidenzintervallen
wichtig.
Neben den Berechnungen solcher Intervalle spielen Real-
experimente und Simulationen flir ein wirkliches Verstehen
eine grofle Rolle. Einerseits rickt die Variabilitat ins Zentrum
der Betrachtungen, andererseits erhalt die Realisation h die
notwendige Verknipfung zu einem Stichprobenergebnis.
Simulationen lassen sich mit dem TI-Nspire™ CAS einfach
und effektiv umsetzen. Hierbei ist das Zusammenspiel der
drei Anwendungen Calculator, Notes und Data & Statistics
besonders hervorzuheben. Das im Folgenden dargelegte Vor-
gehen ist typisch fir die Arbeit mit dem TI-Nspire™ CAS und
beschrankt sich nicht nur auf die Arbeit mit Prognose- und
Konfidenzintervallen. Man kann hier von einem Dreischritt
sprechen:
1) Definition der bendtigten Funktionen in einer Calculator-
Anwendung
2) Einfihrung von Variablen in einer Data & Statistics-
Anwendung durch Definition von Schiebereglern
3) Aufruf bestimmter Funktionen in einer Notes- oder Data &
Statistics-Anwendung
Die Abbildungen 1 und 2 zeigen eine mdgliche Umsetzung
zur Untersuchung von Prognoseintervallen und Stichproben-
verteilungen. Die Werte fur den Stichprobenumfang n, die
Wahrscheinlichkeit p, die Sicherheitswahrscheinlichkeit a
sowie die Anzahl der Simulationen w kénnen uber Schiebe-
regler variiert werden. Der mehrmalige Aufruf des zentralen
Befehls sim(n,p,w) in der Notes-Anwendung (> Math-Box)
durch h = approx(sim(n,p,w)) erzeugt jeweils eine neue
Stichprobenverteilung. Da in der Grafik auch die Grenzen des
jeweiligen Prognoseintervalls (- Wert zeichnen) dargestellt
werden koénnen, kann der Zusammenhang zwischen der
Sicherheitswahrscheinlichkeit a und dem Anteil der Stich-
proben innerhalb bzw. auRerhalb des Prognoseintervalls
entdeckt werden. Lernende kénnen mit dieser kleinen Ler-
numgebung zentrale Eigenschaften von Prognoseintervallen
selbststandig entdecken. Dieses Vorgehen soll exemplarisch
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die ,didaktische Power“ von Simulationen aufzeigen. Der Weg
Uber Simulationen 16st den didaktischen Anspruch der Sinn-
stiftung besonders anschaulich ein.

‘I 1.1 *PISimu =
‘ seq(randBin(n,p),i, l,w) Fertig "'
srm(n,p, w): =
n
1 Ferti
z(a):=invNorm i,o,l e
2
- . | (1-p) Fertig
Imks(n,p,a):=p—z(a)- S
2 |
f (1= Ferti \
reclz(s(n,p,a):=p+z(a)‘ M 4 ™

Abb. 1: Funktionsdefinitionen

Abb. 2: Stichprobenverteilung

Die Ermittlung der z-Werte mithilfe der Standardnormalver-
teilung (s. Abb. 1; 2. Zeile) fallt hier vom Himmel. Man kann
auch darauf verzichten und nur mit den drei wichtigsten z-
Werten zu 90%, 95% und 99% arbeiten. Man kann aber auch
zuerst mit der ,BlackBox“ z(y) arbeiten und sie bei der Be-
handlung der Normalverteilung zu einer ,WhiteBox“ machen.

Wird in der Notes-Anwendung die Simulation durch h:=
approx(sim(n,p,w)) in einer Math-Box aufgerufen, wird eine
Liste h mit den Stichprobenergebnissen erzeugt, deren Werte
dann im Grafik-Fenster dargestellt werden kénnen. Das ist
schon alles. Eine neue Simulation ergibt sich dadurch, dass
der Cursor in die betreffende Befehlszeile platziert und da-
nach Return gedriickt wird. Die automatische Neuberechnung
in sédmtlichen Formeln bei Anderung eines Wertes ist {ibrigens
ein grolRer Vorteil der Notes-Anwendung. Damit in einer No-
tes-Anwendung dieser Vorteil ausgenutzt werden kann, mis-
sen die Eingaben in einer Math-Box (ctrl-M bzw. cmd M)
erfolgen. Hiermit erscheinen die Ein- und Ausgaben in der
mathematischen Notation. Zusammen mit der Madglichkeit,
erlauternde Texte und sogar Grafiken einzubinden, kénnen
Berechnungen und Dokumentationen sehr Ubersichtlich um-
gesetzt werden. Die Trennung von Definition, Aufruf und
Ausgabe schafft eine zusatzliche Klarheit und stellt besonders
bei der notwendigen Dokumentation im Heft eine Hilfe dar. Es
geniigen wenige Befehle (auf approx() kann auch verzichtet
werden), um die wesentlichen Eigenschaften von Prognosein-

tervallen hiermit zu entdecken. Der zentrale Befehl

dBi P11, . .
seq(randBin(mp)ilw) oo ite interpretiert werden.

n
Mit randBin(n,p) wird das zufallige Trefferanzahl-Ergebnis

einer Zufallsstichprobe vom Umfang n und Trefferwahrsch-
einlichkeit p realisiert. Mithilfe des Folgebefehls seq() wird
diese Ziehung w-mal wiederholt. Um Anteile zu erhalten, wird
noch durch n dividiert. Das Ergebnis wird als Liste dargestellt
und kann in einem Data & Statistics-Fenster sofort als Punkt-
diagramm dargestellt werden. Die Darstellung ist an dieser
Stelle einem Histogramm Uberlegen, da jede einzelne Stich-
probe in der Grafik verifiziert werden kann.

Die Grenzen des simulierten Prognoseintervalls werden durch
die beiden Funktionen links und rechts realisiert (s. Abb. 1
und 3). Funktionsdefinitionen bzw. die Erstellung von Makros
sind ein Mehrgewinn gegenlber dem Einsatz eines GTR. So
lasst sich z. B. mit diesen beiden Funktionen das wichtige
1/+/n -Gesetz veranschaulichen (s. Abb. 3), bevor eine algeb-
raische Bestatigung erfolgt. Gerade die Erkenntnis, dass sich
die Intervalllange leider erst bei einer Vervierfachung des
Stichprobenumfangs halbiert, muss fiur Lernende erfahrbar
gemacht werden. In der dritten Zeile wird die allgemeine Be-
rechnung durchgefiihrt. Ubrigens wird der Parameter nn fiir
die Grofle des Stichprobenumfangs benutzt, da die Variable n
einen bestimmten Wert besitzt (hier 400, s. Abb. 2). Dieses
Vorgehen ist nétig, um nicht ,unliebsame Uberraschungen® zu
erhalten. In Zeile 4 (s. Abb. 3) werden 1000 Stichproben-
ziehungen flr einen Stichprobenumfang n =400 simuliert
und jeweils mithilfe der Populations- und Stichproben-
Standardabweichung die Intervalllangen der zugehdrigen
Prognoseintervalle approximiert. Die Stichproben-Standard-
abweichung (Division durch n — 1) ist bekanntlich ein erwar-
tungstreuer Schatzer fir die Standardabweichung der zu-
grundeliegenden Verteilung.

Schon hiermit kann der Fokus auf die Beurteilende Statistik
gelegt werden, wo eine unbekannte Standardabweichung
durch den Standardfehler einer Stichprobe approximiert wird.

I1.1 12113 1

rechts(100,p,a)-links(100,p,a) » 0.191194
rechts(400,p,a)-links(400,p,a) » 0.095597

*PISimu =

1
I‘EChtS(nn,p,a)—links(mz,p,a) » 191194 l'_
\ 1
h:=approx(sim(400,p, 1000))
» 10.6175,0.63,0.5625,0.61,0.64,0.6,0.585,!

2-zla): stDevPop(h) » 0.095736

2-zla): stDevSamp(h) » 0.095784

Abb. 3: 1//n-Gesetz und o-Schétzung

Insgesamt kann dieses Vorgehen dazu fiihren, Prognose-
intervalle besser zu verstehen, ohne die Berechnung einzel-
ner Intervalle in den Vordergrund zu stellen. Ich habe (bri-
gens an dieser Stelle mit einer Personalisierung gute Erfah-
rungen gemacht: Das p wird durch einen Lernenden symboli-
siert, das zugehorige Prognoseintervall durch einen Zollstock,
der (symmetrisch) hochgehalten wird. Andere Lernende sym-

aus: Tl Nachrichten 1/15

Seite 2/6





Konfidenzintervalle mit dem TI-Nspire™ CAS

Reimund Vehling

bolisieren mogliche Stichprobenergebnisse h und platzieren
sich um das personalisierte p. Auch lassen sich hiermit alle
Vereinfachungen dieser ,Simulation® ansprechen (Abhangig-
keit der Lange des Zollstocks von p , n und y). Die einseitige
Betrachtung von Sigma-Umgebungen filhrt m. E. an dieser
Stelle nicht zu einem wirklichen Verstehen von Konfidenzin-
tervallen, die jetzt genauer betrachtet werden sollen.

Umsetzung im Unterricht — Teil 2: Konfidenzintervalle

nach WILSON

Ein Konfidenzintervall besteht aus allen Werten fir p, deren

Prognoseintervall das Stichprobenergebnis h enthalt. Die

Umsetzung dieser Definition kann mit dem TI-Nspire™ CAS

im Wesentlichen auf zwei Arten erfolgen:

= Methode 1: Grafisch-numerische Lésung durch Schnitt-
punktbestimmung der zugehdrigen Graphen von f,, und
f, mit der Geraden zu y = h (s. Abb. 4 und 5)

= Methode 2: Auflésen der beiden Gleichungen h = p, —

. [Po-(1=Do)
z(¥) -
Solve-Befehl (s. Abb. 5)

R

Py (1-py)
n

und h =p, + z(y) - mit dem

*KIEllipse <>

1.06 2y

(lo.228,0.42)
' " (0.518,0.42)

//
011/ ~
= X
H0.53 | 0.1 1.06
k =42 1 a =9 n =100
[_Y'H >| (R Y P | ‘ I' 1 1 » 1 )
0 1|ru|_0.53 :: 0 1 1 1000

Abb. 4: grafisch-numerische Lésung

1‘1 1.2 113

z(y): =invNorm (—Y 0,1
2
x |1=x Ferti
f_u(n,)f):=x+z(y)~ g g
n
sl ko Fertig
f_o(_n,y):=x—z(y)' -—(-—)'
J n
'k \  Ferd
1‘1v'ilson_u(k,n,)'):=.>olve —=f_u(n,)'),x) g L
n M

Abb. 5: Lésung mithilfe des Solve-Befehls

Abb. 4 zeigt, wie mithilfe von Schiebereglern flr jedes k und n
sowie fur jede Vertrauenswahrscheinlichkeit (hier a) die zu-
gehdrige Realisation eines Konfidenzintervalls grafisch-
numerisch ermittelt werden kann. Durch diese Grafik lassen
sich die jeweiligen Abhangigkeiten eindrucksvoll darstellen.
Dieser Weg fuhrt auch zu einer klaren Abgrenzung von Prog-
noseintervallen (senkrechte Strecken) und Konfidenz-

intervallen (horizontale Strecken). Auch der Einfluss der ein-
zelnen Parameter auf die Grenzen des zugehdrigen Kon-
fidenzintervalls wird deutlich. Um die ,Konfidenzellipse® hand-
lungsorientiert entstehen zu lassen, wird oft das ,Kleben* von
Prognoseintervallen (habe ich in frilheren Fortbildungen auch
vorgeschlagen) als sinnvolle Mdglichkeit aufgefiihrt (s. [1]).
Der Zeitfaktor darf aber nicht unterschatzt werden. Auch wird
durch diesen Weg der Schwerpunkt eher auf das Berechnen
einzelner Prognoseintervalle gelegt. An dieser Stelle sollte
aber mehr das Argumentieren und Verstehen der Zusammen-
hange im Vordergrund stehen. Der grafisch-numerische An-
satz (Schnittpunktberechnung) ist den Lernenden aus vielen
Problemsituationen aus der Analysis vertraut.

Auch hier setze ich immer ein Rollenspiel ein. Die Punkt-
schatzung h wird durch einen Lernenden (A) symbolisiert.
Zwei weitere Lernende (B und C) bewegen sich mit einem
Zollstock (symmetrisch gehalten) von links und rechts auf die
Punktschatzung zu, bis jeweils der Zollstock gerade die Per-
son A berihrt. Die Personen B und C symbolisieren dann die
Grenzen des Konfidenzintervalls. Auf die Vereinfachungen
sollte wieder eingegangen werden (Prognoseintervalle haben
fur unterschiedliche p-Werte unterschiedliche Langen).
Abbildung 5 zeigt einmal mehr die Machtigkeit des solve-
Befehls auf. Durch Anwendung der Betragsfunktion kénnen
die beiden Grenzen auch mit einer einzigen Funktion ermittelt
werden. Ich halte es an dieser Stelle aber fiir ertragreicher,
mit dem in Abb. 5 (Zeile 4) angedeuteten Vorgehen die gra-
fisch-numerische LOsung abzubilden. Auch lassen sich hier-
mit die Intervalllangen sowie die Bedeutung der Vertrau-
enswahrscheinlichkeit bei Konfidenzintervallen durch Simula-
tionen einfacher untersuchen. Dazu spater mehr.

Insgesamt koénnen beide Wege mit dem TI-Nspire™ CAS
Uberzeugend umgesetzt werden. Beide Methoden liefern
problemlos die Grenzen eines Konfidenzintervalls. Mehr noch:
Bei einem Rechnereinsatz kénnen viele Aufgaben zu Konfi-
denzintervallen dadurch geldst werden, dass die Lernenden
nur noch die entsprechenden Werte aus dem Text heraus-
filtern und fir die Variablen richtig einsetzen, schon ist die
Aufgabe gelost. Uber den Sinn solcher Aufgaben kénnte man
an dieser Stelle auch diskutieren.

Die Interpretation der Vertrauenswahrscheinlichkeit sollte in
beiden Fallen in einem zweiten Schritt erfolgen. Hierfur eig-
nen sich Simulationen, die pragnant mit dem TI-Nspire™ CAS
durchgefiihrt werden kénnen. Mit diesem CAS-System kann
man durch die Mdoglichkeit der Erstellung von Funktio-
nen/Makros zu einer effektiven Problemldsung gelangen. Es
geht um die folgende Interpretation der Vertrauenswahr-
scheinlichkeit (hier y = 95%):

Wenn 100 unabhangige Realisationen eines Konfidenzinter-
valls (y, n konstant) ermittelt werden, erwartet man in ca. 95%
aller Falle, dass der unbekannte Parameter p von den Inter-
vallen uberdeckt wird.

Fir die Umsetzung muss der Wert des eigentlich unbekann-
ten Parameters p kurzfristig als bekannt vorausgesetzt wer-
den. Dazu wird wie bei Prognoseintervallen eine Liste von
Zufallsstichproben erzeugt (s. Abb. 1 und 2). Das Zahlen der
Uberdeckungen kann handisch erfolgen. Wenn jeder Lernen-
de z. B. 50 Simulationen betrachtet und mit den Funktionen
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wilson_u und wilson_o die Intervallgrenzen ermittelt, kommen
schon in einem Kurs schnell 1000 Realisationen zusammen.
Der Vorteil dieses Vorgehens besteht zum einen darin, dass
nur zusammen als Gruppe ein Ergebnis erzielt wird. Zum
anderen wird wieder die Variabilitat zum Vorschein kommen,
da der Anteil an Uberdeckungen sicherlich Schwankungen
aufweisen wird.

Beim Zahlen kann aber auch der Rechner eine Hilfe sein. Der
wesentliche Gedanke wird in Abb. 6 dargestellt. Genau dann
wird der (unbekannte) Parameter p nicht von einer Realisation
eines Konfidenzintervalls Giberdeckt, wenn die linke Intervall-
grenze oberhalb oder die rechte Intervallgrenze unterhalb von
p liegt. Der Abbildung 6 liegt die Vertrauenswahrscheinlichkeit
von 95% zugrunde. Es wurden 100 Realisationen simuliert
(n =400, p =0,63). Jeweils vier Intervalle Uberdecken p
nicht. Somit fiihrt diese Simulation zu einer Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit von 92%. Eine mehrmalige Durchfiihrung
dieser Simulation wird als ein Kursexperiment insgesamt zu
einem Mittelwert nahe bei 95% fiihren. An dieser Stelle sollte
auch mit anderen Vertrauenswahrscheinlichkeiten experi-
mentiert werden.

Die technische Umsetzung dieser Idee erfordert schon ein
tieferes Verstandnis im Hinblick auf die Moglichkeiten des
Rechners. Die Datei sollte den Lernenden zum Simulieren
gegeben werden. Fir die Intervallgrenzen werden zwei Listen
(li1, re1) definiert, deren Werte als Punktdiagramm dargestellt
werden. Der ,right()“-Befehl wird bendtigt, um nur die Zahl
und nicht z.B. x = 0,687 ... zu erhalten.

I1.3 1.4 | 1.5 LA \. mm

h1:=seq(wilson_u(h[7 ] nn,0.95),i, 1,w) ‘
> ::=:=0.59438;*f=3 571505,x=0.574041,x=C ‘
h2:= w1]son o(l[ ]nn 0. 95),1,1“) 4 I

. {:-..-=v::-.".30" =0.666213,x=0.668628,x=C
lil:= q(nght(hl[ ])z 1, ) ‘
{0.594382,0.571505,0.574041.0.546211.C &

=pe o = ‘ e | @
i INTY SN % 8o

0630 0.655 0 610 0 630

li1 rel

Abb. 6: Interpretation von y

Die Definition der beiden Funktionen /i1 und re1 zeigt wieder
einmal eindrucksvoll, wie effektiv die Arbeit mit Funktionen
sein kann. Um die Intervallgrenzen zu bestimmen, werden die
vorher definierten Funktionen wilson_u und wilson_o benutzt.
Auch die Untersuchung der Abhangigkeit der Intervalllange
vom Stichprobenumfang n gelingt Gberzeugend. Es wird nur
noch zusatzlich der mean-Befehl fir den Mittelwert bendtigt.
Die Listenoperationen sind sehr effektiv. So genigen die
beiden Befehle laenge:=re1-li1 sowie mean(re1-li1), um diese
Abhangigkeit zu untersuchen. Auch die Darstellung der Lan-
gen als Histogramm ist sinnvoll und stellt die Arbeit mit Daten
in den Vordergrund. Durch dieses Vorgehen werden die ein-
zelnen Bereiche der Stochastik vernetzt, die Modellbildung
wird in den Vordergrund geriickt. Daten werden erhoben und
kénnen grafisch dargestellt werden, es lassen sich Kenngro-
Ren extrahieren. Damit kdnnen die Daten (besser) interpre-

tiert werden. Um Prognosen zu erstellen, wird ein Wahr-
scheinlichkeitsmodell benétigt. Schon ist man bei der Normal-
verteilung mit seinen beiden Kenngrof3en.

LI

Gl > *KIElipse < [.\5

laenge:=rel-lil
» 4 0.097047,0 095677,
mean(rel-1i1) » 0.094101

14%-_ w =200 nn =400

8% Jr¥— W

1 1000 1000

0.090868,0.094464,(

1

Prozent

0.089 0.092 0.095 0.098 0.10
laenge

Abb. 7: Ladnge eines Konfidenzintervalls in Abhdngigkeit von n

Umsetzung im Unterricht — Teil 3: Konfidenzintervalle
nach WALD

Man kann auch sofort mit Simulationen beginnen, sich also
darauf konzentrieren, was Konfidenzintervalle eigentlich im
Kern sind. Bei diesem Weg wird mehr vom Stichprobener-
gebnis h aus argumentiert. Erst im zweiten Schritt werden
dann die verschiedenen Berechnungen eingefiihrt. Dieser
Weg wird tGbrigens vom Autor favorisiert.

Ausgangspunkt ist genau ein Stichprobenergebnis h (s. Abb.
8). Damit soll der unbekannte Anteil p geschatzt werden (hier
gilt Gbrigens p = 0,63 - ganz schoén weit weg vom realisierten
h).

*Konfidenz1S =

n:=400 » 400 i

w*l

h: =app1‘ox(su'chproben(n,w)) > { 0.7175 : L

‘f_ < > n =400 > W =

i 1 \J I S I B T Y T Y .l )
0,52 056 060 064 068 0.72

h

Abb. 8: Eine Stichprobe — p gesucht

Die Erkenntnis, dass eine andere Stichprobe i. A. ein anderes
Ergebnis liefert, kann durch Neuberechnung veranschaulicht
werden. Die Variabilitat als zentrale Eigenschaft der Stochas-
tik kommt wieder zum Vorschein. Aber auch die Tatsache,
dass wir uns dieser Variabilitat nicht beugen missen, sondern
Wege gefunden haben, mit diesen Unsicherheiten umzuge-
hen.

Um hier weiter zu kommen, ist es wichtig zu wissen, wie sich
Stichprobenergebnisse um einen Parameter p verteilen. Die
entscheidende ldee ist hierbei die Erkenntnis, dass nicht
weitere Zufallsstichproben ermittelt werden. Wir stellen es uns
nur vor. Die Theorie liefert, dass diese Stichprobenverteilung
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= naherungsweis normalverteilt ist, wenn n hinreichend grofl3
ist,

= den (leider uns unbekannten) Erwartungswert p und die
Standardabweichung @hat.

Der Einsatz von Simulationen ist an dieser Stelle hilfreich, um
die mathematischen Zusammenhdnge einzusehen, ohne
vorher die schwierige Theorie aufzubauen. Die Normalver-
teilung muss auch nicht explizit angesprochen werden. Es
genugt der Bezug zu den Sigma-Regeln oder den Regeln fur
Prognoseintervalle. Die Umsetzung einer Simulation gelingt
mit dem TI-Nspire™ CAS erstaunlich einfach und Ubersicht-
lich, da der Wechsel der Darstellungen und der Skalierungen
anwenderfreundlich geldst wurde. So sind nur zwei Klicks zu
tatigen — und schon wird aus einem Punktdiagramm ein (rela-
tives) Histogramm, das die oben erwdhnten Eigenschaften
verdeutlicht (s. Abb. 9).

<EER» *PIKIVO1 < N [l <]
w » 1000 (]
i . _ \ i
seq(mndBm(n,p),z, l,w) ‘
h:=approx
\ n /
» 3 0.6675.0.6325.0.6275.0.5775.0.6625.0.6 [
_ —— _
E 16%_- < > n =400
N : i
S 8%-
o ]
0% 2

0.52 0.56 060 064 068 0.72
h

Abb. 9: Stichprobensimulation

Es ist sogar mdglich, die entstehende Stichprobenverteilung
mithilfe des Normal-Wahrscheinlichkeits-Diagramms  auf
Normalverteilung zu testen. Durch die Tatsache, dass die
Stichprobenverteilung sich ndherungsweise wie eine Normal-
verteilung verhalt, kann man z. B. fir y = 0,95 nun sagen,
dass etwa 95% aller Stichprobenergebnisse Werte haben, die
1,96-Standardabweichungen vom unbekannten Parameter p
entfernt sind.

Zurlck zur einzigen Stichprobe und dem Bild im Kopf von der
Stichprobenverteilung. Wo ist das unbekannte p in der Ver-
teilung?

Es ist wichtig, dass die Lernenden an dieser Stelle erfahren,
dass wir es leider nicht wissen — und es auch niemals erfah-
ren. Wir kénnen nur Folgendes sagen: Wenn wir den Blick-
winkel umdrehen und alles von unserem bekannten h aus
sehen, kann man so argumentieren: Falls ich das h bin, dann
gibt es eine 95%-ige Chance, dass p nicht mehr als 1,96-
Standardabweichungen von mir entfernt ist. Dann habe ich
den Wert p eingefangen — vielleicht. Sicher kann ich mir aber
nicht sein. Das Beste, was ich machen kann ist es, ein Inter-
vall anzugeben. Und auch dann kann ich mir nicht sicher sein,
ob ich p damit eingefangen habe. Ich kann aber sagen, dass
diese Methode in 95% aller Falle dazu fiihrt, dass p vom
Intervall eingefangen/liberdeckt wird. Es gibt ein entscheiden-
des Problem, dass die Lernenden nicht sofort entdecken: Da
wir p nicht kennen, kennen wir auch den genauen Wert der
Standardabweichung nicht. Bei hinreichend grolRen Werten

fir n kann aber der Term \/@ durch \/@ dem Stan-

dardfehler, abgeschatzt werden. Diese GroRe spielt in der
Beurteilenden Statistik eine wichtige Rolle. Die Abschatzung
sollte an einigen Beispielen erfahren werden.

Eigentlich ist das Vorgehen nach WILSON ein Spezialfall, der
nur bei der Binomialverteilung auftritt. Sonst (z. B. bei Erwar-
tungswerten) muss die unbekannte Standardabweichung
durch den Standardfehler abgeschatzt werden — wie beim
WALD-Intervall.

Auch hier eignet sich der Einsatz eines kleinen Rollenspiels.
Wahrend beim Prognoseintervall der Zollstock dem bekann-
ten p zugeordnet wurde und die Lange des Zollstocks

%

2-z(y) -+ symbolisiert, wird der Zollstock beim Konfidenz-
n

intervall nun der Punktschatzung h zugeordnet. Der Lange
des Zollstocks entspricht in diesem Fall 2 - z(y) % Hier han-

delt es sich um das WALD-Konfidenzintervall, dass einfach

durch [h —-z(y)- h(lT_h); h+2z(y)- /@] berechnet wird.

Die Unterschiede mussen deutlich herausgearbeitet werden,
damit Lernende durch den gleichen Aufbau der Formel nicht
ein Konfidenzintervall mit einem Prognoseintervall verwech-
seln. Man kann auch mit der allgemeinen Losung der quadra-
tischen Gleichung beim WILSON-Konfidenzintervall argu-
mentieren. Dort gilt fir die Grenzen des Konfidenzintervalls:
h+§iz- /@ﬁ—i

Puo = > = Fur groBe Werte von n kann fur die
1+=

Grenzen das WALD-Intervall p,, =h+tz-

R(1-h) .
—— approxi-

miert werden. Diese Formel wird Ubrigens beim TI-Nspire™
CAS mit dem Befehl 1-Prop z-Intervall zur Verfligung gestellt.
Die 1 im Funktionsnamen soll darauf hindeuten, dass es sich
um einen 1-Stichproben-Test handelt, Prop soll auf Proportion
(Anteil) hinweisen und z auf das zur Vertrauenswahrschein-
lichkeit gehdrige Quantil.

Dieser Weg zeigt deutlicher als der erste Weg, warum hier
nur von Uberdeckungen gesprochen werden darf. Nicht p ist
hier eine ZufallsgréRRe, sondern H und somit auch die beiden
Intervallgrenzen. Der Unterschied zwischen der ZufallsgroRe
H und einer Realisation h wird deutlich. Die beiden Berech-
nungen des WILSON-Konfidenzintervalls sollten auch bei
diesem Vorgehen angesprochen werden.

In [1] wird eine handlungsorientierte Mdglichkeit beschrieben,
sich der Vertrauenswahrscheinlichkeit bei Konfidenzinter-
vallen anzundhern. Dazu werden aus einer Gummibarentite
nacheinander eine Anzahl Gummibaren herausgenommen
und als Stichprobe interpretiert. Damit kann man leider nicht
die Vertrauenswahrscheinlichkeit veranschaulichen, da zum
einen die Stichproben voneinander abhangig sind (die letzte
,Ziehung“ ist vollkommen deterministisch), zum anderen der
Stichprobenumfang variiert. Es handelt sich also um ver-
schiedene, abhangige ZufallsgréRen H. Ganz davon abgese-
hen sind die auftretenden StichprobengréRen zu klein, um die
Naherungsmethoden anzuwenden. Werden die Berechnun-
gen zu sehr in den Vordergrund gestellt, werden diese Prob-
leme nicht so einfach auffallen.
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Zusatz — nur fir Interessierte

Wir haben gesehen, dass die Berechnung der Realisation
eines Konfidenzintervalls mit dem Rechner auf unterschied-
liche Art und Weise geschehen kann. Da mit dem TI-Nspire™
CAS auch die F-Verteilung mit den Freiheitsgraden a und b
sowie deren Quantile (invF) zur Verfligung stehen, kénnen die
Grenzen sogar exakt berechnet werden. Das ist aber nur
etwas fir interessierte Lehrende. Trotzdem soll an dieser
Stelle kurz darauf eingegangen werden. Man kann z. B. damit
testen, wie grol® die Abweichungen der beiden Naherungs-
methoden sind, wenn kleine Stichprobengréen n bzw. kleine
h-Werte vorhanden werden. Aullerdem kann man erkennen,
dass WALD-Intervalle fiir hinreichend grof3e Werte fur n véllig
ausreichend sind.

Wird nicht mit der Approximation der Binomialverteilung durch
die Normalverteilung gerechnet, wird beim symmetrischen
Ansatz der grofite bzw. kleinste p-Wert gesucht mit

P, (X21) =7 bzw. B, (X<k) =7, a=1-y.

Zwischen der Binomialverteilung und dem Quantil der F-
Verteilung bei a und b Freiheitsgraden bestehen die folgen-
den Zusammenhénge:

_ k-(I-py) _

P X2 k) =5 (n —k+1) py, Fl—%,z(n—k+1),2k
_«a (n—k)-po _

PIJD(X <k = E A (k+ 1)1 —-p,) - Fl—%,z(k+1),2(n—k)

Diese beiden Beziehungen kénnen jeweils nach p, bzw. p,
aufgelost werden (eine sinnvolle Anwendung des solve-
Befehls). Dann ergeben sich fir die Realisation eines Konfi-

denzintervalls die beiden folgenden Grenzen:
k

k+(n—-k+1)-F
(k+1)- F1—%,2(k+1),2(n—k)

(n—k)+(k+1)- Fl—%,z(k+1),2(n—k)

Die Umsetzung mit dem TI-Nspire™ CAS zeigt Abb. 10.

1.1 |32 3 {NEI
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1-5,2(n—k+1),2k
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exakt_u (k,n,y_): =
1 S
k+(n—k+1) 1nvF(L 9 (n—

Lo

(k+1)‘ invF L

o

exakz_o(_k, n,y): = — »
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n—k+kc+1)- invF

)— 2 (fe+ .
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Abb. 10: Definition der Grenzen von exakten Konfidenzintervallen

Damit stehen drei Verfahren zur Verfiigung, Konfidenzinter-
valle zu berechnen (s. Abb. 11). Fir kleine Werte von n und h
wird man erkennen, dass die beiden Naherungsverfahren
schlechte Ergebnisse liefern. Dies kann zu Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeiten fiihren, die deutlich kleiner sind als die
Vorgabe. Das exakte Konfidenzintervall wird auch CLOPPER-
PEARSON-Intervall genannt. Hier wird die geforderte Zuver-
lassigkeit von mindestens 1 —a garantiert. Eine Unter-

suchung, welche der beiden Naherungen besser ist, erscheint
mir nur von theoretischem Interesse zu sein. Wer Informatio-
nen haben mochte, kann dazu vom Autor etwas erhalten.

I 12113 *KIElipse <=

Berechnungen fiir Konfidenzintervalle

1.4 R4

{kna} > {46.,100,0.95
exakt_u(k,n, a) » 0.359843
exakt_o(kn,a) » 0.562588
wald_u(kn,a) » 0.262316
wald_o(kn,a) » 0.557684
wilson_ulkn,a) » p_x=0 265608

wilson_olkna) * p 0=0557351 =

Abb. 11: Drei Verfahren zu Konfidenzintervallen

Fazit

In der Beurteilenden Statistik kann der Einsatz des TI-

Nspire™ CAS gewinnbringend sein. Hervorzuheben sind die

Uberzeugenden Médglichkeiten bei der Durchfiihrung von

Simulationen sowie die einfach zu realisierenden grafischen

Ausgaben. Weiterhin kdnnen durch den Einsatz von Funkti-

onsdefinitionen mit mehreren Variablen viele Problemstellun-

gen erstaunlich Ubersichtlich geldst werden. Unnétige und

langwierige Berechnungen in der Stochastik entfallen. Die

Arbeit mit Daten sowie Interpretationen kénnen mehr in den

Vordergrund riicken. Vielleicht wird dadurch der Unterricht

anspruchsvoller — aber auch ehrlicher. Vielleicht kommt man

dann dazu, mehr Uber Konfidenzintervalle nachzudenken.

Ansatzpunkte und Fragen gibt es viele.

Hier nur einige Beispiele:

=  Welche Methoden benutzen eigentlich die grof3en Mei-
nungsforschungsinstitute?

=  Warum sollte man bei Ergebnissen von Umfragen im
Internet vorsichtig sein?

= Reale Stichproben sind prinzipiell keine Zufallsstichpro-
ben. Welche Auswirkungen hat das und wie kann man
vorgehen, um mdglichst gute Stichproben zu erhalten?

= Viele Aufgabenstellungen (auch im Zentralabitur) erfor-
dern eigentlich einseitige Konfidenzintervalle. Welche
Anderungen ergeben sich dadurch?

= Kann man aus der Uberdeckung zweier Konfidenzinter-
valle immer folgern, dass die beiden zugehérigen (unbe-
kannten) Anteile nicht statistisch signifikant verschieden
sind? Das kann Ubrigens i. A. nicht behauptet werden.
Antworten liefert der Rechner mit dem 2-Prop z-Intervall-
Befehl, oder man denkt selbst einmal dartiber nach.
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