Zentralabitur NRW 2009

Beispiele zum Einsatz des wissenschaftlichen Taschenrechners TI30X Pro MultiView"

M

Analysis Grundkurs

1.0T
Eine Funktion f ist gegeben durch
f(x) =2x-¢**, xe R.
05T
Der Graph von f ist in der neben-
stehenden Abbildung 1 dargestellt. X
10 05 05 10 -
05T
Abbildung 1

| Aufgabenstellung Teilaufgabe a)

a) (1) Weisen Sie nach, dass der Graph von f punktsymmetrisch zum Ursprung ist, und

untersuchen Sie sein Unendlichkeitsverhalten.

(2) Bestimmen Sie fiir den Graphen von [ die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

und die Extrempunkte.

(3) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass der Graph von [ drei Wendepunkte

besitzt.
[Zur Kontrolle: f{(x) =(2-16x") e

(26 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe a)

1 [(1) weist die Punktsymmetrie zum Ursprung nach. 3 (1)
2 |(1) untersucht das Unendlichkeitsverhalten. 4 (II)
3 | (2) berechnet die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen. 2(D)
4 |(2) berechnet die Ableitung. 3(D
5 |(2) berechnet mogliche Extremstellen mit Hilfe des notwendigen Kriteriums. 3()
6 |(2) bestimmt die Extrempunkte. 7 (II)
7 | (3) begriindet die Existenz von drei Wendepunkten. 4 (II)

| Modelllésung Teilaufgabe a) (1)

(1) Der Graph von [ ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung, denn fiir alle x € R

gilt: f(—x) =2(-x)- e =—2x- e =—f(x).

. . . 2x o .
Mit  lim f(x)= lim —==0 istdie x-Achse Asymptote des Graphen,

X — oo X —>tooe

da der Nenner fiir x — o unbeschrankt wachst.
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| Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Die Wertetabelle des Graphen ergibt sich iber die [table]-Option des WTR:

DES DES DES
-4 I | % FLX
foga=2oke % War =- -1. Z917E -1E
Ztep=0, 5 ? . -£. SO40E -11
A4t 0| =7 -7 -0, OO0000YE
CALC |[F=—=
DES DES
o FLX 5 FiX
0 0 S O OOOZF0ZES
0. 5 Oe SEPS7O4NL (|2 Qe OO0000Y4E
EN O OZEES157E | (Pl S SYESFE J1d
T=1 T=Z2. C

Dass hier eine Punktsymmetrie vorliegt, kann auch an der Wertetabelle festgestellt wer-
den. Fir alle angezeigten Werte gilt: f(-x) = - f(x).

Das Verhalten im Unendlichen kann an der Wertetabelle abgelesen werden: Fir x = 7 er-
halt man den Funktionswert f(7) = 1 - 10, fiir x = 8 kann er vom GTR nicht mehr ange-
zeigt werden, d. h. | f(8) | < 10%.

DES

¥ £
7 1. OEFZ1E -5Y
7a E F. SETAZE -7
CEE ©

=z

Das in der Modellloésung angegebene Argument, dass der Nenner unbeschrankt wachst,
gilt auch fur den Zahler. Wesentlich ist das Argument, dass die Funktionswerte der Expo-
nentialfunktion im Nenner starker wachsen als die der linearen Funktion im Z&hler.

Fir x - -co wird die Symmetrieeigenschaft verwendet.

| Modellldsung Teilaufgabe a) (2)

(2) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
f(x)=02x-e™ =0 = 2x=0<x=0, da e™ 0 fiirallexe R. N(0/0) = S,
Bestimmung der Extrempunkte:

f(x)=2 e 1 2x- (—8x)- e = (2 -16x° ) e (Produkt-, Kettenregel)
Die notwendige Bedingung f(x) =0 < (2 - IGXZ) e =0 x= ijz liefert zwel
mogliche Extremstellen.

2

Mit f'(x.) =0 A Vorzeichenwechsel (—/+) der 1. Ableitung an der Stelle x_, = _T

oder f'(xe) =0 A f"(xe) # 0 mit f"(x)= (—48x +128x° ) e , konkret
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(-

1
——J =8-2.¢2>0, folgt: An der Stelle x_, = —gliegt ein lokales

\5}:_\5 1

Minimum mit f [_T - e ? = 0,43 vor.

52

Der Graph besitzt den relativen Tiefpunkt T

Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung liegt folglich ein relativer Hochpunkt bei

H{Q \/E ,_%J'

412

Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Der Schnittpunkt mit den Koordinatenachsen muss wegen der Punktsymmetrie der Ur-
sprung sein. Dass der Ursprung zum Graphen gehdrt, erkennt man am Funktionsterm und
der Wertetabelle. Dass dies der einzige Schnittpunkt auf der x-Achse ist, erkennt man am
Verlauf des Graphen und am Monotonieverhalten.

Um das Monotonieverhalten zu untersuchen, kann man die Wertetabelle fir die numerisch
bestimmte Ableitungsfunktion erstellen lassen. Auch der Graph der Ableitungsfunktion hat
die x-Achse als Asymptote (vgl. Werte von f'(x) fir x = 7, 7.5, 8 in der Wertetabelle), d. h.
der Graph von f ist flir x — +o streng monoton fallend mit einer Steigung, die gegen null
geht (analog spiegelbildlich fir x — -o0).

DES DES DES
_d -4, Eﬂ!ﬁaﬂ.ﬁl | LD
Fﬂmb———[im*e E art= 1. 999992
o Ttep=0, o - R N
G % = 7 i -0, ZEEH13E
CALC ||%=qa
DES DES DES
E_:a!ﬁafm | % FLX o FLX
Art=0. 0. S5 0. OZYEQS 192 (|7 -E. 9117E -&=
Ztep=0, 01 D. SE 0. O4SEESE ||P.E -1. PZE5E -4E
CPxm % = 7 PFEXEEE 0. 11014115
CALC |q=q, =7 f==

Dass im Intervall ] 0 ; 0,5 [ ein Hochpunkt des Graphen liegt, lasst sich am Vorzeichen-
wechsel (von + nach —) bei der numerischen Ableitung ablesen; durch Verfeinerung der
Schritte in der Wertetabelle von f'(x) kann man dies z. B. auf das Intervall ] 0,35 ; 0,36 [
eingrenzen.

DES DES - DES -

fend=0 MR G

SOLVE: 4 L - R =0
SOLVE AGAIM  QUIT

Die Nullstelle der numerischen Ableitungsfunktion findet man mithilfe des numerischen
Gleichungslosers (2nd][gh]); es ergibt sich x = 0,35355...
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Um die zugehorige y-Koordinate zu bestimmen, benutzt man die Option expr-eval
(@nd][table], gibt fir den Term (expression) den Funktionsterm von f(x) ein und da aktuell
unter x der Wert der (numerischen Nullstelle) x = 0,35355... gespeichert ist, ergeben sich
fur den Hochpunkt die Koordinaten (0,35355 | 0,42888).

DES

gl
Expl=2u5ke %

+

DES

w=0.35335328c200.1

+

AR
Dk Ak

DES bt

0.425821942

Aus der Punktsymmetrie folgt, dass f auch einen Tiefpunkt hat bei (-0,35355 | -0,42888).

Der lokale Hochpunkt ist wegen des Monotonieverhaltens und des Verhaltens im Unendli-
chen auch ein absoluter Hochpunkt des Graphen.

| Modelllésung Teilaufgabe a) (3)

(3) Existenz von drei Wendepunkten:

Der (stetige) Graph von f besitzt drei Wendepunkte, denn:

¢ zwischen Minimum und Maximum muss der Graph sein Kriimmungsverhalten dndern

bzw. ein zu O(0/0) punktsymmetrischer Graph muss einen Wendepunkt im Ursprung

besitzen,

o fiir x — too ist die x-Achse Asymptote des Graphen; der Graph muss vor bzw. nach

dem Extremum das Kriimmungsverhalten dndern, da er die x-Achse nicht noch

einmal schneidet.

Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Die Argumentation in der Modellldsung kann noch durch Untersuchung der numerischen
Ableitungsfunktion erganzt werden: Man erkennt an der Wertetabelle, dass die Ableitungs-
funktion an der Stelle x = 0 ein Maximum hat, also der Graph der Funktion f einen Kriim-
mungswechsel von einer Links- zu einer Rechtskurve. Ungefahr bei x = 0,61 liegt ein Mi-
nimum (und wegen der Symmetrie bei x = - 0,61 ebenfalls):

DEG DEG
a4 FLLD a4 FLAD
S| 3 T | o 3 S
. 1, S47ESEE 16 | [0, 0. 29190 1E
=0 =0, 61

Wegen der Achsensymmetrie des Graphen der Ableitungsfunktion zur y-Achse (da ja die
urspringliche Funktion punktssymmetrisch zum Ursprung ist) steht die Lage des Maxi-

mums bei x = 0 exakt fest.

Um die Stelle des Minimums der Ableitungsfunktion genauer zu bestimmen, muss man die
Schrittweite der Wertetabelle verfeinern oder die numerische Ableitung der 1. Ableitung

bilden.

Da es jedoch beim Tl 30X nicht méglich ist, den Ableitungsoperator zu schachteln, muss
formal der Term der 1. Ableitung als Term eingegeben werden (dieser Term ist zur Kon-
trolle bei Teilaufgabe a) vorgegeben):
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DES DES - DES bt

Foar=ge l(2-16220 | [P0 M bosese || 2awe ~4%5
L -k =0 0. 27 327eval

SOLVYE AGAIN QUIT

Mithilfe des numerischen Gleichungslésers bestimmt man die Nullstelle der numerischen
2. Ableitung und erhalt x = 0,61237 ... Mithilfe der expr-eval-Option berechnet man auch
die y-Koordinate des Wendepunkts: (0,61237 | 0,27328) — dass dies ein Wendepunkt ist,
lasst sich mit der Anderung des Monotonieverhaltens der Ableitungsfunktion begriinden.

| Aufgabenstellung Teilaufgabe b)

b) Die Punkte O(0|0), P(u|0) f(x)
und Q(u|f(u)), u>0, legen
ein rechtwinkliges Dreieck Q
OPQ fest
(siche Abbildung 2).

Ermitteln Sie den Wert von u, -~ &
fiir den der Fldcheninhalt des O p B
Dreiecks OPQ maximal ist.

Berechnen Sie diesen maxi-

malen Fldcheninhalt. (12 Punkte)

Abbildung 2

[Zur Kontrolle: A(u)=u’ e ]

| Anforderungsprofil Teilaufgabe b)

Anforderungen raimal
Der Priifling T

1 [bestimmt einen Zielfunktionsterm. 3 (IT)
2 | bestimmt die lokale Maximalstelle. 5 (1)
3 | berechnet den maximalen Fldcheninhalt. 2 (D)
4 | zeigt durch Untersuchung der Randbedingungen, dass das Maximum auch global ist. | 2 (II)

| Modellldsung Teilaufgabe b)

Allgemein gilt fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks: A(g,h)= QTFI
Fiir das beschriebene Dreieck gilt konkret: g=u; h=[(u)=2u e , u >0 ; daraus ergibt

sich die Zielfunktion A mit A(u)= u? -e"i“2 ,u>0,und der Ableitung

A'(u)=(2u—8u’)- e
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Bestimmung des Maximums:

Die notwendige Bedingung A'(u)=0 < 2u—8u’ =0 = u=0vu=0,5vu=-0,5 liefert
als mogliche Extremstelle u=0,5,da u>0.

A”(u)=(2-40u +64u* )- e Aus A(0,5)=0AA”(0,5)=—4-¢™ <0 folgt:

An der Stelle u =0,5 hat die Funktion A das lokale Maximum A (0,5) =0,25-¢7 =0,09.
Uberpriifung von A am Rand des Definitionsbereiches:

Flir u — 0 und flir u — == gilt A(u) — 0. Daher ist das lokale Maximum A(O,S) auch

globales Maximum.

Das rechtwinklige Dreieck hat also fiir u=0,5 den groSten Flacheninhalt. Dieser betragt

0,25-¢* FE.

Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Die Flacheninhaltsfunktion des rechtwinkligen Dreiecks wird als neue Funktion f eingege-
ben. Man erkennt an der Wertetabelle, dass ungefahr bei x = 0,5 ein Maximum vorliegt:

DEG DEG DEG
. 1 H| FO0
F =g Sgg ~ % art= 093 |o.091295516
Tfep=0, 01 0o 09195956
ap=0, .
GTiE % = 7 PR - aiiisi
I | =0.c

Eine Uberpriifung kann mithilfe des numerischen Gleichungslosers der numerischen Ablei-
tungsfunktion erfolgen (allerdings weicht der numerisch ermittelte Wert von 0,5 ab).

DES DES DES

Fonamg (g Bwg a0 FL%2=0 PGl T
SOLVE: X

bEG
1
= [ ]

L - FkK =0
I CUIT

(el e cacic i

Der Maximalwert der Funktion an der Stelle x = 0,5 ist zu ungefahr 0,09 berechnet wor-
den. Dass hier ein lokales Maximum vorliegt, ist am Verlauf der Ableitungsfunktion ables-
bar (Vorzeichenwechsel der numerischen Ableitung von + nach -). Dass es sich dabei um
ein absolutes Maximum handelt, ergibt sich aus dem Verhalten fir x - 0 und dem Mono-
tonieverhalten fir 0 < x < 0,5 (die Ableitungsfunktion hat positive Werte) sowie flr x — +oo
und dem Monotonieverhalten fur x > 0,5 (die Ableitungsfunktion y; hat negative Werte).

DEG
q FLLD
0 0. 151559622
0, 0. ODOOD09E 1
CACE| -O. 13505675
T=0. &
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| Aufgabenstellung Teilaufgabe c)

: . 1 e . . :
c) Zeigen Sie, dass durch F(x)= 7 e™* eine Stammfunktion von f gegeben ist.

Berechnen Sie den Inhalt der Fldche, die der Graph von [ mit der x-Achse im Intervall
[0;2] einschliefst.

Begriinden Sie, dass sich der Inhalt der Fldche, die der Graph von f mit der x-Achse im
Intervall [0;k] einschliefSt, fiir immer grofser werdende ke IR* dem Wert 0,25 FE beliebig
anndbhert. (12 Punkte)

Anforderungsprofil Teilaufgabe c)

Anforderungen Jadmal
Punktzahl

Der Priifling (AFB)

1 | zeigt, dass durch F(x) eine Stammfunktion von [ gegeben ist. 3 (ID)

2 | berechnet den Flacheninhalt. 5(I)
3 |begriindet, dass sich der Flicheninhalt dem Wert 0,25 FE beliebig annihert. 4 (TIT)

Modellldsung Teilaufgabe c)

Durch F(x)= —l‘eﬂ“z ist eine Stammfunktion von [(x) = 2x -~ gegeben, wenn
F'(x)=f(x) gilt.
Mit Kettenregel folgt: F'(x)= %(8){)@‘“2 =2x- e =f(x).

Bestimmung der Fldche zwischen dem Graphen und der x-Achse im Intervall [0;2]:

2 2 ; 1 P 1 1
A=[f()dx=[2xedx=| —— e | =T ey 2
0 0 4 4 4

0

=

Bestimmung der Flachen zwischen dem Graphen und der x-Achse im Intervall [0;k] (k > 0):

. U R
Fiir immer groBer werdende ke IR™ gilt —-e™* — 0 und deshalb

A= } f(x)dx = j (2x- ™ Jax = [—

| Einsatz des TI30X Pro Multiview™

Dass F(x) eine Stammfunktion fur f(x) ist, kann numerisch auch mithilfe der Ableitung von
F(x) Uberpruft werden: Ein Vergleich der Wertetabelle mit der aus Teilaufgabe a) zeigt die
Ubereinstimmung.
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DES

o _all FLLD

Fror=l -1 que F q

o . ozrzac
1 0. DZEEZ1EEE
=0

DES

Die Bestimmung der Maf3zahl der Flache kénnte auch mithilfe der numerischen Integral-
funktion erfolgen: Man erkennt, dass die Funktionswerte dieser Funktion fir x > 2 prak-

tisch gleich 0,25 sind.

DES

DES

Za =

FOI=0. ZY3999393952S

x4, a3 FLAD FLAD
_ -4 0 0. ZHE9E9 14E
FH:‘—J [2qwe Y - iccozoiy O ZHHS9597E
= 1 On ZHENHZ 109 . 25
=0
DES DES
a3 FLAD FLAD
F 1 0. ZH899999E 0. ZE
Fu £ 0. 245555555 On ZE

FOI=0. 2439959393999

Wenn man die angegebene Stammfunktion als Funktionsterm in den Tl 30X eingibt, dann
findet man die gleichen Funktionswerte, wenn man gemal Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung F(x) — F(0) berechnet, wobei F(0) = - 0,25 (fir x = 2 bzw. grél3ere Werte

von X):
DEG DEG
Foaa=0,25-1d*kck JF -:-.cm'-;'i-aqa-a-a-a?z
. D 24595595935
Tz 0. 24555459455
1=z
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