Kijken naar data en modelleren van een  puntenwolk


Guido Herweyers

1. Redders aan zee

Tijdens de zomervakantie worden de stranden aan de Belgische kust bewaakt door redders aan zee. Heel wat studenten voelen zich aangetrokken tot deze avontuurlijke vakantiejob.
De opleiding tot redder aan zee is echter niet te onderschatten; naast een uitgebreide theoretische cursus moet men ook slagen in een aantal zware zwemproeven.

De opleiding wordt jaarlijks georganiseerd. Eerst moeten de studenten het theoretisch examen afleggen. De cursus bestaat uit zeven hoofdstukken en deze worden apart gequoteerd. Om te slagen voor het theoretisch deel moet men minstens 50% behalen voor elk van de zeven hoofdstukken. Enkel de studenten die geslaagd zijn voor theorie mogen nadien deelnemen aan het praktisch examen (zwemproeven, knopenleer, eerste hulp bij ongevallen).

Er waren 299 deelnemers voor de opleiding in 2002-2003. De hoofdstukken 1 en 2 stonden elk op 50 punten. Hieronder vind je de resultaten van hoofdstuk 1.
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Het is de taak van de beschrijvende statistiek om deze data overzichtelijk weer te geven, bijvoorbeeld aan de hand van een histogram.

In een klassituatie moeten de gegevens van het rekentoestel van de leerkracht eerst worden overgebracht naar de rekentoestellen van de leerlingen. De resultaten van hoofdstuk 1 staan in lijst L1 , de resultaten van hoofdstuk 2 in lijst L2 en het totaal behaalde examenresultaat van de zeven hoofdstukken staat in lijst L3 . Je kan deze data op de volgende wijze oversturen van een  TI-83(Plus) naar een andere TI-83(Plus)  met behulp van een kabelverbinding tussen de twee toestellen:
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De zender van de data drukt op 2nd[LINK] en kiest voor  
 <SEND> 4:List 
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Na het drukken op ENTER verschijnt het volgende plaatje
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met de cursor kan je nu lijsten aanduiden. Een aangeduide 

lijst die je wil doorsturen moet je eerst selecteren met ENTER, 

er verschijnt dan een vierkantje voor de lijst:
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De zender kiest vervolgens de optie  <TRANSMIT>  met de

cursor en staat hiermee gereed om de eerder geselecteerde lijsten door te zenden:
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De ontvanger drukt op 2nd[LINK] , kiest met 

de cursor voor de optie  <RECEIVE> en staat hiermee

gereed om de lijsten te ontvangen.

De ontvanger drukt nu eerst op ENTER, vervolgens drukt de zender op ENTER. De lijsten worden dan doorgestuurd.

Opgave 1


1. Maak een geschikt histogram van de resultaten van hoofdstuk 1 en bespreek de verdeling.

2. Hoeveel studenten zijn niet geslaagd? Bepaal het percentage van studenten die meer dan 30 maar minder dan 40 behaalden.

3. Vat de data samen met de volgende 5 getallen : minimum , eerste kwartiel , mediaan, derde kwartiel, maximum. Hoe bepaal je de mediaan en het derde kwartiel uitgaande van de gegeven data? Bepaal het rekenkundig gemiddelde van de data en vergelijk dit met de mediaan. Waarom is het gemiddelde kleiner dan de mediaan?

4. Teken een boxplot zonder uitschieters.Teken een boxplot met uitschieters, hoe worden uitschieters gedefinieerd?

Oplossing:
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Om een histogram te maken druk je 2nd[STAT PLOT] , eventueel zet je eerst alle plots uit met  4:PlotsOff  en ENTER.  Met    2nd[STAT PLOT] 1: Plot1 definieer je het type van de eerste statistische plot. 


      
      Indien er een assenstelsel verschijnt bij je histogram dan kan dit worden verwijderd met
      ZOOM en de keuze AxesOff . Met TRACE  vind je de klassenfrequenties, het is 
      aangewezen om voor de klassenbreedte (Xscl) een geheel getal te kiezen en de
      venstergrenzen Xmin , Xmax aan te passen. 
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     De data zijn niet symmetrisch verdeeld ; er zijn meer studenten met goede resultaten dan  
     met zwakke resultaten. De langste staart van de verdeling is aan de linkerkant, we spreken 
     dan over een negatief scheve of links scheve verdeling . Door de klassenbreedte te wijzigen 
     verandert het histogram aanzienlijk:
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       Het histogram met klassenbreedte 20 geeft te weinig informatie en de verkeerde indruk 
       van een symmetrische verdeling. Het histogram met klassenbreedte 2 geeft te veel 
       detailinformatie.

2. Van het histogram met klassenbreedte 20 en Xmin = 5  lezen we af dat er 28 studenten niet geslaagd zijn. Dit is 
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 of met hoofdrekenen 
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Je kan het aantal studenten die minder dan 25 op 50 behaalden ook als volgt bepalen.
Uitspraken zoals 
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 , worden door de TI-83 herleid tot 0 , 1 , 1 . Hierbij staat 0 voor onwaar en 1 voor waar. Ongelijkheden kan je invoeren via 
2nd [TEST]. De ongelijkheid L1
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 wordt element per element uitgevoerd en levert zo een lijst van ongelijkheden 
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. Dit wordt herleid tot de lijst 
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. Om te weten hoeveel resultaten kleiner zijn dan 25 volstaat het de som te berekenen van deze lijst met 2nd [LIST] <MATH> 5: sum(  .
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      Merk op dat ANS het laatst verkregen antwoord betekent , druk hiervoor 2nd [ANS] . 

      Het aantal studenten met een resultaat tussen 30 en 40 is 102 of ongeveer  1 op 3.

3. Met STAT <CALC> 1: 1-Var Stats  ENTER 2nd L1   vind je een samenvatting van de data 
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Om zelf de kwartielen te bepalen nemen we eerst een kopie van lijst L1  in   lijst L4    , vervolgens sorteren we de lijst L1 van klein naar groot met 
2nd [LIST] <OPS> 1: SortA(   . Aangezien er 299 elementen zijn is de mediaan het 150ste element van de gerangschikte lijst : Med = L1(150)=39 . We vinden analoog het eerste kwartiel Q1=L1(75)=32 en het derde kwartiel Q3=L1(225)=43. Er zijn dus 25% studenten met een resultaat rechts van het 225ste element 43 in de gerangschikte lijst ! Het rekenkundig gemiddelde 
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 is kleiner dan de mediaan Med =39. Dit is steeds zo bij een links scheve verdeling: het rekenkundig gemiddelde situeert zich nabij de plaats waar de verdeling in evenwicht is en de mediaan verdeelt het histogram in twee delen met nagenoeg gelijke oppervlakte.

4. [image: image103.png]


[image: image104.png]


[image: image105.png]F1:L1

i
inchs




[image: image106.png]S=2
42
73




Er kunnen tot 3 boxplots op één scherm worden gemaakt. De boxplots zonder en met uitschieters van de data in L1 verkrijgen we door Plot1 en Plot2 te definiëren zoals volgt en de data te tekenen met Zoom 9:ZoomStat 
Uitschieters zijn data die opvallend groot of klein zijn in vergelijking met de andere data, zij liggen verder dan 1.5 keer de interkwartielafstand 
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. De boxplot met uitschieters levert een correcter beeld van de spreiding door de uitschieters apart te tekenen; de  uiteinden van de snorren zijn dan het kleinste en grootste getal van de data die geen uitschieters zijn. Zo zien we dat 8 een uitschieter is, omdat 
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  . In de boxplot komt ook tot uiting dat de data links scheef zijn.

Hier volgen de resultaten van hoofdstuk 2 (ook op 50):
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Opgave 2

1. Vergelijk de resultaten van hoofdstuk 2 met die van hoofdstuk 1.

2. De student met volgnummer 4 behaalde 42 voor hoofdstuk 1 en 29 voor hoofdstuk 2. Wat was zijn beste prestatie in vergelijking met de andere studenten?

Oplossing

1. De data bevinden zich in lijst L2. We vergelijken de boxplots van de lijsten L1 en L2.
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      Het is duidelijk dat hoofdstuk 2 moeilijker was dan hoofdstuk 1. Het maximum is nu 39, 
      dit was de mediaan van hoofdstuk 1! Het derde kwartiel van hoofdstuk 2 is kleiner dan het
      eerste kwartiel van hoofdstuk 1. De data hebben een kleinere spreiding , zodat er ook 
      hier weinig studenten niet geslaagd zijn (11%). Afgezien van de uitschieters zijn de data 
      redelijk symmetrisch, dit wordt bevestigd door een histogram.
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        Het verschil tussen de mediaan en het gemiddelde is dan ook kleiner dan bij lijst L1.

        Door het verschil van de lijsten L4 (waarin zich de originele data bevinden van 
        hoofdstuk 1 gerangschikt volgens volgnummer van de student) en L2 te beschouwen 
        kunnen we nagaan dat er slechts 33 studenten beter scoorden voor hoofdstuk 2 , 
        gemiddeld behaalde een student 8.8  meer op hoofdstuk 1.
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Een score van 42 voor het eerste hoofdstuk betekent een resultaat dicht bij het derde kwartiel (43) van hoofdstuk 1 . Een score van 29 voor het tweede hoofdstuk is gelijk aan de mediaan van hoofdstuk 2. De beste prestatie is dus 42 voor hoofdstuk 1. Meer precies kunnen we dit bevestigen met nevenstaand plaatje.

Tenslotte volgen hier de resultaten van het totaal der 7 hoofdstukken (op 500) :
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Deze resultaten bevinden zich in lijst L3 .
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De data zijn links scheef. De mediaan is 324 of 64.8% . Er zijn 52 studenten of  1 op 6 die minder dan 50 % behaalden in het totaal. Nochtans werden er uiteindelijk 148 studenten of 1 op 2 niet geslaagd verklaard aangezien men op elk der 7 hoofdstukken 50% moest behalen! De niet geslaagde studenten kregen dan wel de gelegenheid om te herkansen voor de hoofdstukken waarop ze minder dan 50% behaalden.

2. Beste rechte door een puntenwolk

2.1 De kleinste kwadraten rechte
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Gegeven een puntenwolk of spreidingsdiagram van 
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 punten  
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, die min of meer een lineaire trend vertonen (zie figuur).   

Beschouw een rechte 
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 “door” deze punten waarmee we de grootheid 
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 wensen te voorspellen bij gegeven 
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We definiëren voor elk punt het residu (zie figuur) als volgt :
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Merk op dat een residu positief is wanneer het punt boven de rechte gelegen is en negatief wanneer het onder de rechte gelegen is.

Men kan een “beste” rechte door de puntenwolk zoeken met het kleinste kwadraten criterium:  bepaal 
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 en 
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 zodanig dat 
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Deze beste rechte noemt men de kleinste kwadraten rechte of de  lineaire regressie van 
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 op 
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(met 
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 als afhankelijke en 
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 als onafhankelijke veranderlijke).

Als voorbeeld beschouwen we de lengte 
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 in cm  en de massa 
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 in kg van 10 lukraak gekozen studenten :   
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Zet eerst alle plots uit met 2nd[STAT PLOT] 4:PlotsOff  .
Plaats de coördinaten in de lijsten L5 en L6 via STAT <EDIT> en druk vervolgens STAT<CALC> 4:LinReg(ax+b).   Op het basisscherm verschijnt LinReg(ax+b). 

Vul dit aan met 2nd[L5], 2nd[L6], VARS <Y-VARS> 1:Function 1:Y1.  Door het toevoegen van Y1 wordt de vergelijking van de beste rechte weggeschreven in Y1. 

Het drukken op ENTER levert de beste rechte 
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.   De extra gegevens 
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 verkrijg je indien je eerst via 2nd[CATALOG] DiagnosticOn hebt uitgevoerd vanuit het basisscherm.
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Definieer Plot1 zoals hieronder en controleer even de functies (Y=) die zullen worden getekend.  ZOOM  9:ZoomStat geeft de grafieken van de puntenwolk en de beste rechte.  

De rechte sluit vrij goed aan bij de data, de correlatiecoëfficiënt 
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 geeft aan in welke mate er een lineair verband is tussen de grootheden x en y. Er geldt steeds dat 
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.  Als r positief is dan stijgt de rechte (positieve correlatie) , als r negatief is dan daalt de rechte (negatieve correlatie). Hoe dichter de absolute waarde van r bij 1 gelegen is, hoe beter het lineaire verband. Voor 
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 of 
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 liggen alle punten op de rechte.

Via TRACE en de vier cursortoetsen kan je de gegeven data of  de rechte doorlopen om eventueel waarden van 
[image: image39.wmf]y

 horende bij 
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 te voorspellen.
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2.2  De mediaan-mediaan lijn

Een andere werkwijze om een rechte aan te passen aan een puntenwolk is gebaseerd op medianen en levert de mediaan-mediaan lijn. Ten opzichte van de kleinste kwadraten rechte heeft de mediaan-mediaan lijn het voordeel dat ze weinig beïnvloed wordt door uitschieters.

De rechte wordt bepaald door het uitvoeren van de volgende stappen, die we illustreren aan de hand van de gegeven data.

3. Rangschik de koppels zodanig dat de x-coördinaten gerangschikt zijn van klein naar groot.
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2.  Verdeel de data in drie "even grote groepen" ; is er één punt over dan komt dat in de 
      middelste groep, zijn er 2 punten over dan komen die in de buitenste groepen. Er 
      mogen wel geen punten zijn met gelijke x-coördinaat in verschillende groepen.
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3. Bepaal voor elke groep de medianen van zowel de x-coördinaten als de y-coördinaten 
(opgelet:  de y-coördinaten voor elke groep eerst rangschikken van klein naar groot) ,
dit levert de drie samenvattende  "mediaanpunten" 
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4. Vind de vergelijking van de rechte door de buitenste mediaanpunten 
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5. Verschuif 
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in de richting van de y-as naar 
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toe over één derde van de afstand tot 
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 gemeten volgens de richting van de y-as. Dit levert de mediaan-mediaan lijn (zie figuur volgende pagina)

a) vind de y-coördinaat van het punt P op  
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 met dezelfde x-coördinaat als 
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b)  vind de afstand 
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 door de y-waarden af te trekken:
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c) Vermeerder (verminder) het y-intercept van 
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 als 
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 boven (onder) 
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gelegen is met 1/3 van de afstand:
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Merk de afrondingsfouten op bij manuele berekening. 

De kleinste kwadraten rechte en de mediaan-mediaanlijn vallen hier nagenoeg samen over het beschouwde gebied.

De mediaan-mediaan lijn gaat door het zwaartepunt Z van de driehoek 
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 (zie figuur) .We bepalen de coördinaten van Z :
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De mediaan-mediaan lijn is de rechte door Z en evenwijdig met 
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Merk op dat men de mediaan-mediaan lijn verkrijgt door de rechte 
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 in eender welke richting te verschuiven naar 
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 toe over  1/3 van de afstand gemeten in die richting tot 
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  (gelijkvormige driehoeken!) :

· in de richting van de y-as is 
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· In de richting van de loodlijn is 
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· In de richting van de zwaartelijn is  
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 , met A het midden van 
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 en Z het zwaartepunt van de driehoek 
[image: image79.wmf]123

MMM

.

� EMBED Word.Picture.8  ���








� EMBED Word.Picture.8  ���











1
11
[image: image131.png][Med-Med Ls.Le-Yz




                                         Kijken naar data en modelleren van een puntenwolk  -   Guido Herweyers
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