1 Inleiding

Frequent gebruik van een grafische rekenmachine kan bijdragen tot het beter
integreren van bepaalde deelgebieden van wiskunde.

Technieken voor het oplossen van vergelijkingen en ongelijkheden kunnen in een
ander daglicht komen te staan. Vaardigheden zoals schattend rekenen, lezen van
grafieken, schetsen van grafieken, grafisch bepalen van nulwaarden, grafisch be-

naderen van snijpunten, van extreme waarden, ... zullen aan belang winnen.

In de derde graad is het onderzoek van een reéle functie nu vaak nodig om de
grafiek zelf te kunnen tekenen. Met de beschikbare technologische hulpmiddelen
zal men zich meer kunnen oriénteren op een probleem en een probleem verder
analyseren zonder dat vooraf berekeningen moeten uitgevoerd worden om te
komen tot de grafische voorstelling. De grafiek kan meer en meer het onderwerp
zijn van een onderzoek.

In de tweede graad kunnen we de leerlingen met een GRM volgende vaardighe-

den aanleren bij de studie van reéle functies:

e de techniek en het nut van ‘inzoomen’ op grafieken;
e het kiezen van een relevant assenstelsel;

e het grafisch bepalen van nulwaarden;

e het doorlopen van een grafiek;

e het aflezen van extreme waarden;

e het gebruiken en interpreteren van tabellen;

e cen kritische ingesteldheid t.o.v. bekomen resultaten ...
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Het verwerven van deze vaardigheden kan geintegreerd verlopen bij het oplos-
sen van diverse oefeningen en toepassingen. Dit kan dan ook leiden tot meer in-
zicht in de begrippen.

Bij praktische problemen wordt er vaak met een beperkt domein en bereik ge-
werkt hoewel dit niet altijd geéxpliciteerd wordt. Het inzien van deze beperkin-
gen is belangrijk voor het bepalen van de instellingen van het venster en het in-

terpreteren van de grafiek.

Als leerlingen over een GRM beschikken kunnen ze er ook een gewoonte van

maken de GRM zoveel mogelijk als controle-instrument te gebruiken.

Hoewel leerlingen weinig of geen drempelvrees hebben ten aanzien van moderne
technologie, moet hen geleerd worden hoe zij met deze machine efficiént kunnen
werken in de wiskundeles. Het is immers de bedoeling dat dit toestel hun (hope-

lijk) vertrouwd wetenschappelijk toestel vervangt.
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2 Rijen

1 Inleiding

“In de eerste graad hebben leerlingen kennis gemaakt met het opzoeken van patronen

in figuren, in rijen getallen,.... Dit krijgt een vervolg in de begrippen rekenkundige en

meetkundige rij. Die zijn op hun beurt voorbeelden van een discrete beschrijving van li-

neaire groei (zie de eerstegraadsfunctie in het eerste leerjaar van de tweede graad) en

exponentiéle groei (zie de exponentiéle functie in de derde graad). De behandeling van

dit onderdeel zal daarom aansluiten bij voldoende concrete voorbeelden.

2 Inleidende voorbeelden

2.1 Voorbeeld

In de tabel zijn witte en zwarte schijfjes getekend volgens een bepaald patroon.

Nummer 1 2 3
Figuur 00 000 0000
OO0 OeO Oee0
000 OeeQ
0000
Totaal aantal |0 1 4
zwarte schijfjes
Totaal aantal witte
Schijfjes 4 8 12
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Totaal aantal

schijfjes 4 9 16

e Stel een formule op voor de rij van de zwarte schijfjes: ((n — 1)2)

e Stel een formule op voor de rij van de witte schijfjes: (4n)

e Stel een formule op voor de rij van het totaal aantal schijfjes:
((n+1)?)

Controle: (n —1)* 4+ 4n = (n +1)?

2.2 Een lijst opbouwen vanuit een formule

Via 3y ... (LIST), BWRK, 5:rij( kan men voor vorige patronen een lijst
maken met de aantallen zwarte of witte schijfjes voor de opeenvolgende stap-
pen.

Wij maken eerst een lijst met de getallen van 1 tot en met 20. Wij willen de

aantallen schijfjes voor de eerste twintig stappen.

HAMEH WISE |([Fidcx.®.1.2820 FidcHs
1:SortesrUrR: w1 2 3
21 SorteerHeer Artig-=+L 1
Jidimensier 1 2 3
4: gl |

140

D ouMmSom
Flalidste

De getallen van 1 tot en met 20 worden in L, geplaatst. De aantallen zwarte en

witte schijven en ook het totaal worden in de lijsten L,, L, en L, geplaatst.

FliiHE. M. 12280 FiiCH. 21,282
1 23458 7 .. 123456 7 ..
Art=+L 4 Art=+L 4
11234567 .. 123456 7 ..
FLiCem—12"2: 4.1 FilifixR=12"2.4-1>
2R3+l 2 ZHa=Lz

8149 16 25 ..
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1123435367 11 234567 .
Artag-+L 1 FldCoE—12"2:%:1,
{1 23436 280+l 2
FLiiClH—12"2.%s 1, 84 149 16 25 .
280+l z FldCdiEa. ®a 1. 2800
814 9 16 25 . 3
Fidcdik. . 1280+ [£4 2 12 16 28 2.
3
FidClH—12"2.%s 1, 8149 16 25 .
280+l z FildCdEa®. 1,280+
814 9 16 25 . %
FidCdik.®. 1. 2800 T4 3 12 16 28 2.
z FlJC0E+l ™22 x. 1
4 8 12 16 28 2 ZE 3Ly
FidClR+1 02 %a 1 T4 9 16 253 36 4.
282+Lyl
Via . . ., EDIT, 1:bewerken kan men de lijsten samen zien.
EEﬁEH TOETS Li Lz Lz 1
!:_HHENEP eh... 1
:SortesrF z E E
2: SorteerHesr( ) 0 e
4E|.L|15-L1-_'I5-+.-_ £ ig 20
at InstelEditor g %E %E
Liin=1
3 Expliciete en recursieve voorschriften

Het voorschrift van een rij kan gegeven worden in een directe of expliciete ge-

daante, maar ook in een recursieve gedaante.

3.1 Werken met een direct voorschrift voor een rij

De rijen die behoren bij de vorige patronen hebben een eenvoudig expliciet
voorschrift. Om deze voorschriften in te voeren moeten de instellingen voor de
machine gewijzigd worden. Het toestel moet voorschriften voor rijen kunnen ac-
cepteren.

Dit gebeurt via =.
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Wetsch In3
1@123456?89
adialen gﬁ%ﬂ
0

Func Far
Verbonden
Tali1ak
at+bhi re’ei
Horiz G-T

In de Y-editor kan men het voorschrift invoeren. Leerlingen die in het derde
jaar reeds gewerkt hebben met een TI8S3+ zullen snel doorhebben dat hier een
variant getoond wordt van het invoerscherm voor (eerstegraads)functies. Op die
manier ontstaat op een intuitieve manier het idee dat rijen ook functies zijn.

Bovendien hebben functies een grafiek en een tabel. Rijen zullen dat waarschijn-
lijk ook hebben.

Voor de zwarte schijfjes geldt:

Flokl Flatz Floks
aMin=1
mCmdBoae—=1 22
U aMin2Bl
R
uiakinia=
=
wiakMini=
De tabel van deze rij is
T?E%EtIHETI n LG
art= T |
aThl=1 A :
Dhafhs Vraa9 ) ]
Afh: Vi-aa9 E 15
B zL
7 B
=1

Merk op dat in de TI83+ drie rijen kunnen ingevoerd worden:u, v en w. De na-

men van deze rijen zijn ook op het “toetsenbord” terug te vinden.

Ook de grafiek van de rij kan getekend worden. Net zoals bij functies moet er
aandacht besteed worden aan het invoeren van geschikte vensterinstellingen.

Deze instellingen zien er nu ook enigszins anders uit.
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3.2

WEHSTER VEHSTER

nMin=A1 TPlotStar=1

nMax=18 Amiln=H

FlotStart=1 mmax=14

FlotStar=1 Aschaal=1

amin=a Ymin=H

amax=1a Ymax=18H i
Jrschaal=1 Vechaal=1@ I

Ook in het home-venster kan men waarden van de rij terugvinden. Bijvoorbeeld,
hoeveel zwarte schijven zijn er na de tiende en na de dertigste stap. M.a.w.

waaraan zijn de tiende en de dertigste term van de rij gelijk?

L 1@
=3
L 30
21
|

Voer nu zelf in v en w de rijen in die horen bij de witte schijven en bij het to-

taal.

Werken met een recursief voorschrift voor een rij

Een heel mooie rij is natuurlijk de rij van Fibonacci. Bovendien is deze rij voor
leerlingen praktisch uitsluitend weer te geven met een recursief voorschrift. Fi-
bonacci-getallen komen voor in de natuur. Afhankelijk van de kwaliteit en de
interesse van de leerlingen kan men deze rij in het vierde jaar of later in de der-

de graad koppelen aan de gulden snede en aan de meetkundige rij.

Fibonacci (bijnaam van Leonardo van Pisa) leefde omstreeks 1200 en beschreef
deze rij in zijn ‘Liber Abaci’. Dit boek bevatte bijna alle wiskundige kennis
waarover men in die tijd beschikte. In plaats van Romeinse cijfers gebruikte hij
als eerste wiskundige het Indisch talstelsel met het cijfer 0.

Ook het (gekende) “konijnenprobleem”:
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hoeveel konijnen zign er na één jaar, uitgaande van één enkel paar dat zich vanaf
de tweede maand begint voort te planten en daarbij elke maand een nieuw paar
produceert dat zich ook weer vanaf de tweede maand begint voort te planten...),

dat eveneens leidt tot de rij van Fibonacci, komt uit de Liber Abaci.

Voor de rij van Fibonacci geldt:
e er zijn twee begintermen: u, = u, = 1
e je krijgt de n+2-de term van de rij door de n-de en de n +1-de

term op te tellen, dus wu,,, =u, , +u, of geschikter voor de TI83+

n+1
un = U’nfl + U7172

De rij van Fibonacci met het rijen-invoerscherm

Flatl Flotz Flots VEHSTER
afin=1 TPlotStar=1
st aBudae—12+ucn|| Emin=A
-2 Amax=16
WeaMin2BEl. 12 Aschaszl=1
L= Ymin=H
winMina= Ymax=cH !
A= Y=chaal=51 [ .
T?E%EtIHET . L
arrL= P 1
aThl=1 z i
Onathify ) i
Afkh: |[& c £
& |
7 13
n=1

Bereken tenslotte de dertigste en de veertigste term van de rij van Fibonacci via

het home-venster.

Wi EE D
L4

S328408
182334135
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4.1

4.1.1

Rekenkundige en meetkundige rijen

Rekenkundige rijen

Voorbeeld 1

Bij een sponsorloop krijgt Tom van zijn vader een startpremie van € 10 voor

het lopen van het eerste parcours en voor elk volgend parcours dat hij afwerkt

krijgt hij er nog eens € 3 bij.

De bedragen 10, 13, 16, ...

vormen een rekenkundige rij.

Voor deze rij kan men zowel een expliciet als een recursief voorschrift geven.

Ook de grafiek kan getekend worden. Laat leerlingen het verband opmerken met

de eerstegraadsfuncties.

Flotl Flotz Flots
~Min=1

SR B1IE+ A R—10
Ul aMin

=
wiaMina=NR

g A=
wiaMiny=

TR

Flotl Flatz Flotz
nMin=1

LR =1B+E =12
UenMina=

i Buce—=1a+3
vwinMinaBLl1a:
L=
WwinMina=

pEwDa-10+3

.

ia

IS

i:::
[ Y
L=

[
n

ot e o e e e e

T T T =

|| | DT
!
-

]
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4.1.2 Voorbeeld 2

Bij een dieptetoename van 32 m in de aarde vermeerdert de temperatuur met
1°C. Veronderstel dat op een diepte van 25 m een temperatuur van 10°C heerst.
e Op welke diepte is de temperatuur 30°C,

e  Welke temperatuur heerst er in een mijnschacht op een diepte van 985 m?

Met dit probleem kan men twee rekenkundige rijen associéren:
e de temperatuur vormt een rekenkundige rij met eerste term 10 en verschil
L,

e de diepte vormt een rekenkundige rij met eerste term 25 en verschil 32.

Het voorschrift kan weer zowel expliciet als recursief in gevoerd worden.

Flatl Flotz Flot:
nMin=1
SR IB1IA+FIR (=12

eaMinaB
SR dB2S+H3 2R n—-1

2
wiaMin2BR

In de tabel kan men de temperatuur op een bepaalde diepte aflezen en ook de

diepte waar een bepaalde temperatuur heerst.

o Ui wial " dima| winl
16 L Eng ZE 3 BZE

i7 B Ex7 i £ HE?

18 7 CEa zH 37 BEY

18 b it 28 EJ: 8zi
BB B | (B E |
k 31 gO7 k yi 1017
=22 n=3z

4.1.3 Voorbeeld 3

Men kan ook de som van een aantal termen van een rij berekenen. Men kan
hiervoor de gekende formule voor rekenkundige rijen gebruiken, maar men kan

ook gebruik maken van
Sn = Snfl + u’n
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Voor de rij uit voorbeeld 1 wordt dit

Floti Flokz Flot: o Hima| winl
I B1A+3%R -1 R 10 10
uCnMina g z 16 e
Ll Butn-1a+160+] | 3 2 |&
SkCn=12 B ik i0E
winMindBo1Es 7 zH 133
ALY E =1

4.1.4 Voorbeeld 4

Voor een aardappelrace tijdens een zomerkamp van de scouts worden 8 aardap-
pelen op een rechte lijn gelegd, telkens 1,8 m van elkaar verwijderd. De eerste
aardappel ligt 1,8 m van de mand. Elke deelnemer start bij de mand en brengt
de aardappelen één voor één naar de mand. Welke is de totale afstand die door

iedere deelnemer afgelegd wordt?

De afstanden door een deelnemer afgelegd worden om de opeenvolgende aardap-

pelen naar de mand te brengen vormen een rekenkundige rij:

u, = 3,6 +3,6.(n—1)

De totale afstand is sq.

Flatl Flokz Flob: p=uin-11+3.8+3. 6 00-1] 0 Cmd]| wdma
R F L] - I O G 3 10.8 z1.5
-1 y 14.4 *h

utnMing B i i
B A P p gz |y

- :I-II— . .

plnMindBL3.63 ([ - L - - Pom| 23| 152

L= MeB [ v=1FOE . L ||n=1
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4.2 Meetkundige rijen
4.2.1 Voorbeeld 1
Katrien heeft een nieuwe job aan de volgende loonvoorwaarden: in het eerste
werkjaar verdient ze € 1200 per maand en ieder jaar wordt haar maandsalaris
verhoogd met 3%.
De maandsalarissen van Katrien gedurende de opeenvolgende jaren, nl. de be-
dragen 1200, 1236, 1273, ... vormen een meetkundige rij.
Voor deze rij kan men zowel een expliciet als een recursief voorschrift geven.
Ook de grafiek kan getekend worden.
Flatl Floke Flokz o P u=i 0z Cn-1ki00n
nMin=1 PR | 1z 00
St Bl L BETOR—12 z 1236
+1 2E0E % 12731 .
, iy 1313 PR
Wi iin) 2l g 13E0E
'-.l.,.ll:,';-'.-:l; B 1201.1
wiaking= : ek iz
Ll = =1 W=iz ————y=1661.0006
4.2.2 Voorbeeld 2
Kanker is nog altijd één van de belangrijkste doodsoorzaken. Een kwaadaardig
gezwel ontstaat als een normale lichaamscel verandert in een tumorcel die zich
dan verder op eigen houtje delen. Bij een eerste deling ontstaan 2 tumorcellen,
bij de volgende vier, daarop acht, dan zestien, enz
Het aantal tumorcellen na n delingen vormt een rij 2, 4, 8, 16, ... .
Geef een directe formule voor het aantal tumorcellen na n delingen. Voer ze in
in het rijen-invoerscherm. Stel de rij ook grafisch voor. Na hoeveel delingen zijn
er meer dan een miljoen tumorcellen?
Flokl Flakz Flobs U=z e (LR
wMin=l T 2760
'-.L.III_';I?:IEE"'";I'.I 16 ]
~uiniMind 2l . i
AL = a | £25500
ulnMina= i 1 0EER
= . . i zAEB
WeaMinl= W={F ———yzpi8z ——|[p=19
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4.2.3 Voorbeeld 3

Een fout bij het aanmaken van brandstof voor de nucleaire opwerkingsfabriek in
Tokai-Mura heeft op 30 september 1999 het ergste nucleaire ongeval ooit ver-
oorzaakt in Japan. Bij deze kernramp is een hoeveelheid van het radioactief iso-
toop jodium 131 vrijgekomen. In een straal van 2 km rond de centrale werd tien
keer de normale radioactieve waarde gemeten. Er werden 130 mensen uit de
buurt geévacueerd. Neem aan dat in een gebied 1000 mg radioactief jodium
neergekomen is en dat door radioactief verval van de isotoop er elke dag 91,5%
van de massa van de vorige dag overblijft. Na hoeveel dagen bevat het gebied

minder dan 50 mg radioactief jodium?

Flokl Flatz FlotZ = Ny u=i000, 016 m-1)
aMin=1 ETE| 7607 :
G BlEEaaE, 15| 21 GO.G0Y
o1 i g
weniMina g iy Ex 32
LS Y. 4a.788
e nfip= - Y4641 _—
IR n=3H MSEC . . N=YE.FHAYP o

4.2.4 Voorbeeld 4

Men kan ook hier de som van een aantal termen van een rij berekenen. Men kan
hiervoor de gekende formule voor meetkundige rijen gebruiken, maar men kan

ook gebruik maken van
s, =8, ,tu,
Een balletje wordt van op de grond 3 m omhoog gegooid. Het balletje verliest
na elke bots 25% van de hoogte vanwaar het wordt losgelaten.
e Bereken de afstand die het balletje afgelegd heeft na 10 keer gebotst te heb-
ben.
e Bereken de afstand die het balletje afgelegd heeft nadat het tot rust geko-

men is.
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Flakl Flakz Flokz o L Ll
S BekA, o 0n— || =Y YEE-Y | zx.588
L crtin3a S i ae

L1 [ . 1% :
S B e—1+EHE| [ e i B
=12 o g LAET | 22

wemMinaBLes BE-® [ :=H
e 2= LT | Pt 1)

5 Toepassingen
1. Gegeven:
de rij u,: 520, 528, 536, 544, 552, ...
de rij v, : 8; 12; 18; 27; 40,5, ...
e Geef van elke rij een directe en een recursieve formule.
e Voer de directe formules in en bepaal vanaf welke n er geldt dat
u, <v,.
2. Gegeven is de rij i, 2, E, E, E, §, 2—9,
11 16 21" 26 31 36 41

e Noteer van de rij getallen in de tellers de directe en de recursieve formu-

le.

e Noteer van de rij getallen in de noemers de directe en de recursieve for-

mule.

e De getallen van de gegeven rij komen steeds dichter bij een bepaalde

grenswaarde te liggen. Zoek deze grenswaarde door de rij in te voeren in
de GRM. Welke waarde is dit? (eventueel: controleer grafisch).

e Vanaf welke n is het verschil tussen u, en de grenswaarde kleiner dan

0,017
3.  In een opslagtank zit op 1 januari 2001 4000 liter water. Elke dag wordt
25% van de aanwezige hoeveelheid water voor zuivering overgeheveld naar
een andere tank. De opslagtank wordt verder elke dag aangevuld met 600
liter water. De eerste keer gebeurt dit op 2 januari.
T’ — TI83+ pagina 14




D.

e Noteer de recursieve formule die deze situatie beschrijft. Welk soort rij
bekom je hier?
e De hoeveelheid water in de opslagtank komt niet beneden een zekere

grenswaarde. Onderzoek met de GRM welke waarde dit is.

Gegeven is een vierkant ABCD met zijde gelijk aan 15 cm. In dit vierkant

wordt een kleiner vierkant PQRS getekend zodat |[AP| = |BQ| = |CR| =

IDS| = % |AB|. In dit vierkant PQRS wordt op dezelfde manier een vier-

kant KLMN getekend zodat |PK| = % |PQ| enz. Dit procédé wordt

voortdurend herhaald.

e De lengten van de zijden van de opeenvolgende vierkanten vormen een
meetkundige rij. Bepaal de reden van deze meetkundige rij (exact!).

o Geef een directe formule voor de zijde van het n-de vierkant (n = 1 is
het gegeven vierkant ABCD).

e Bepaal met behulp van GRM vanaf welke n je een vierkant bekomt
waarvan de zijden korter zijn dan 1 cm.

o Geef de directe formule voor de oppervlakte van het n-de vierkant.

e Bepaal met behulp van GRM vanaf welke n je een vierkant bekomt

waarvan de oppervlakte minder dan 0,1 cm? is.

Mathilde opent op 1 januari 2000 een spaarrekening en stort er € 1250 op.

De bank geeft een jaarlijkse intrest van 5%.

o Geef een recursieve formule voor het tegoed op de spaarrekening.

e Hoeveel jaar duurt het vooraleer het tegoed op deze rekening verdub-

beld is?

Mathilde vindt dat het te lang duurt vooraleer haar tegoed verdubbeld
is. Ze laat daarom met ingang van 1 januari 2001 jaarlijks een bedrag
van € 100 BEF op deze rekening bijschrijven. Geef nu bij deze situatie
een recursieve formule. Hoelang duurt het nu vooraleer het tegoed op de-

ze rekening verdubbeld is?

T’ — TI83+
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Sofie rijdt bij het schaatsen 25 rondjes van 400 meter. Voor de eerste ronde
heeft ze 34 seconden nodig en vervolgens rijdt ze bij elke rond 0,15 seconde

langzamer dan de voorafgaande ronde. Waaraan is haar eindtijd gelijk?

Gegeven is de eerstegraadsfunctie f(z) =10 —2z. Vanuit f kan je een rij
maken als volgt: u, = f(0) ,u, = f(1) ,u; = f(2), ....

Noteer de eerste zes termen van deze rij. Noteer de recursieve formule voor
deze rij. Welk soort rij bekom je? Wat weet je over de grafische voorstelling

van deze rij?
Analoog met 7 maar met de functie f(z) =10.2". Controleer grafisch.

Een bosbouwer exploiteert een perceel waar 3000 bomen staan. Elk jaar kapt
hij 15 % van de bomen en plant hij er 800 bij. Het aantal bomen op het

perceel vormt een rij B,.

e B, = 3000. Bepaal B, ,B; ,B, en B; met behulp van de ANS-routine
e Leg uit dat men het aantal bomen bij het begin van het 4-de jaar kan

berekenen met

(1-0,85%)

B, = 3, .
= 0,85°.3000 + 800 0.15

e Het aantal bomen op het perceel wordt na verloop van tijd min of meer
stabiel. Onderzoek na hoeveel jaar dit het geval is. Hoeveel bomen staan

er dan op het perceel?
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pagina 16



3 Reéle functies

6 Inleiding

6.1 Leerplandoelstellingen vierde jaar

e de grafiek schetsen van de functies met voorschrift f(z) = 2°, f(z)=12’,

f@) =5, J@0) = V5, fo) =~

e uit een grafiek van een aantal hoger genoemde functies met als voorschrift
f(z) de grafiek van de functies met voorschrift f(z)+k, f(x + k), k.f(z)
opbouwen

e uit de grafiek van een aantal hoger genoemde functies het domein, het be-
reik, de nulwaarden, de tekenverandering, het stijgen en dalen, het voorko-
men van een extreme waarde, de symmetrie in de grafiek afleiden

e vraagstukken die kunnen gesteld worden met behulp van een van de hoger

genoemde functies oplossen gebruik makend van haar grafiek

7 Voorbeeld 1

Teken de grafiek van f(z) = 2°.
Teken nadien de grafiecken van y = f(z + k) of y = (z + k)* voor verschillende

waarden van k. Leid hieruit de vorm van de transformatie af.

Flakl Flatz Flotbz NZ=P 2D
RN B = s
eV CE+2)
RV CE-30
~Wy=

~veo=1

'._|.|.|E= 3
“MNe= =~ y=1
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Flotl Flotz Flob: vesviiHIeEh, |
ERLE T = ot lln"‘*-ﬂ"cj
weBY CRa+2
weAY ORI =3
~y=Hl

wWe=

-'-I'I'IE= L
“Me= H=.E Y=z.2E

Vorige figuren zijn grafieken van de vorm f(z)+k of 2° + k.

Tenslotte tekent men ook grafieken van de vorm k.f(z) of k.z’.

Flotl Flotz Flob: YE=zEYI0H)
M ERTE
B2V CRD
weB 3N (D
wWy=

wWe=

-'-I'I'IE= L
“Me= n=i Y=z

8 Voorbeeld 2

Teken de grafiek van f(z) =z .
De grafieck wordt 2 naar rechts en 3 naar omhoog verschoven.
Noteer het functievoorschrift dat hoort bij de verschoven grafiek.

Controleer door de grafiek te laten tekenen met een GRM.

Doe hetzelfde voor g¢(z) = l
x

9 Voorbeeld 3

Laat de grafieken tekenen van f(z) = (z —3)* —2 en g(z) = Jz + 4 + 2.
Hoeveel snijpunten hebben deze grafieken?

Benader door grafische aflezing de codrdinaat van het (de) snijpunt(en).
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10

Hoeveel snijpunten zijn er als je in het voorschrift van f “3” vervangt door “177
Noteer eerst je antwoord en controleer dan met GRM
Hoeveel snijpunten zijn er als je in het voorschrift van ¢ “+2” vervangt door

“-2”77 Noteer eerst je antwoord en controleer dan met de GRM.

Voorbeeld 4

Ga uit van de basisfunctie f(z) =z .

Schets de grafiek van deze functie.

Schets dan volgende grafieken en controleer door de grafiek te tekenen met
GRM:

a. y=~r—4+2

b. y=2-Jz

c. y =2z +1

Noteer telkens : extreme waarden, stijgen, dalen, ...

Een analoge toepassing is natuurlijk mogelijk voor de andere basisfuncties
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11

Tweedegraadsfuncties en vergelij-

kingen van de tweede graad

Instap

Een leuke en gezonde instap in de problematiek van de tweedegraadsfuncties is

de BMI (body mass index). Voor deze BMI geldt:

BMT — massa in kg

kwadraat van de lichaamslengte in m

Bepaal het maximale gezond gewicht van een persoon in functie van zijn lengte,
uitgedrukt in m, bij een ideale BMI van 25.
Hiervoor geldt

massa in kg = BMI kwadraat van de lichaamslengte in m
of in een meer wiskundige, en voor de TI83+ geschikte, vorm:
y = 25.2°
Voor deze functie heeft men weer het klassieke drietal: voorschrift, tabel en gra-
fiek.

Merk op dat het eerste verband, met het gewicht in de rol van x gebruikt kan

worden om eerstegraadsfuncties te herhalen.
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Flokl Flotz Flob:
N B2 Sk 2
M=
M=
“Ny=
M=
“NE=
“Ne=

THEEL IMST
ThlStart=1.65
aThl=.1

Onafhef Vi-aa9
Afh: Vi-aa9

-t

a ol
- 1] o
A= mim
M inin=
L1141 = O N N
O O T A BB A

o8 e o2 .00 OO0
L L L L Ly L |

I e i

>
—
o
n

YEMSTER
amin=1.51
amax=2. 45
Aschaal=.1
Ymin=H
Ymax=135H
Y=chaal=15

mres=l ¥=1B% . V=HE.FEZE _._

Y=gkl e

12 Eerste voorbeelden

y=2a"—2x—3

Flakl Flotz Flokz & 4
SRR I = ittt Sl | 1z
= "z E
wh= S
~Hy= 1 -y
“NMe= s =z
A= 3 o
“he= A= 5

Zowel uit de grafiek als uit de tabel kan men gemakkelijk de symmetrieas en de

top afleiden.

y=—22"+3z—1
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fr;l-:-t:I.HFﬂ%tEE;EI-:-I:E # Nz
W ERTE=E K= | -
N e e | EE
Y=l -15 25
why = 0 4’
o= £ y.t
'..|.|.|E= 1 |
EACET M=

13 Invloed van de parameters a,b en c

Wij bekijken de invloed van de parameters in het algemene voor-

schrift van de tweedegraadsfunctie

y=az +br+c

13.1 Invloed van de parameter a

Flakl Flatz Flotbz
"'-"|"1E{_3:l _E:l '1:- 1:-
22 S EkET2
“We=
W=
~Wy=
~Ne=
“MNE=

Het lijkt mij beter de leerlingen zelf te laten experimenteren met een zelfgekozen
functie en zelfgekozen waarden voor a. Je kan achteraf een demonstratie geven
met Cabri of met Derive die beiden een mooier beeld opleveren.

De rol van de parameter wordt duidelijk uit de verschillende figuren.

13.2 Invloed van de parameter b

Er gelden dezelfde opmerkingen als voor a.
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13.3

Flakl Flakz Flokz
wMi=L-3. 2. 1.1
EPRRTE A
R = il E e P P

{Q%;E,E}*H+1 H%Jf-Hng

“My=

wHe=

De invloed van deze parameter is veel minder duidelijk. Als de waarden tegen-
gesteld zijn, dan zijn de grafieken gespiegeld t.o.v. de z-as. De waarde van b be-
invloedt de positie van de grafiek t.o.v. de z-as, maar de positie t.0.v. y is gewij-
zigd. De machine geeft in dit geval geen definitief uitsluitsel. Hieruit blijkt nog-
maals dat het toestel niet alle problemen oplost. (In feite kan het toestel geen

enkel probleem oplossen, het kan immers niet denken).

Invloed van de parameter c

Flokl FlakE Flakz T
Mi=L-F, -2, -1, 1, I\\‘\%ﬂ
7, B3 MR
WEBNZELoS 20| L s
W ERAEROCE, -2, - ]‘s\/’r
1,152,323
~My=R

De rol van deze parameter is dan weer heel duidelijk.

Merk op dat wij telkens dezelfde waarden toegekend hebben aan elke parameter.
Men kan deze waarden opslaan in een lijst en nadien de lijst oproepen in het

functievoorschrift.

=3, =2, =1,1,2, 33| Pletl Platz Plotz '-{}J
|4 w4 BL A RE 2

t-3 "2 -1 1 2 33||=YeBE™2+L1+5+1

[ | W rRE T2+

N Y7

N e=
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14

14.1

14.2

Het voorschrift y=a.(z —a)* + 3
Voorbeeld 1

e y=(z—1) volgt uit y = 2" door een verschuiving bepaald door het koppel
(1,0) of door een verschuiving over 1 naar rechts.
e y=(z—17—4 volgt uit y=(r—1)° door een verschuiving bepaald door

het koppel (0,—4) of een verschuiving over 4 naar beneden.

Flokl Flatz Flatz

AR CE=-1 2 E—-d

wWe=

wWa= LY T A

wWy=
~Ne=
~MNE=
“MNe=

Verder:
e Uit de theorie van de transformaties kunnen wij afleiden dat (1,—4) de coor-

dinaat is van de top.
e Uitgewerkt geeft dit voorschrift y = 2> —2x — 3. Beide voorschriften stellen

dezelfde functie voor, de graficken vallen immers samen. (Ga dat na).

Voorbeeld 2

e y=(z—2) volgt uit y = 2° door een verschuiving bepaald door het koppel
(2,0) of door een verschuiving over 2 naar rechts.

e y=2(r—2)volgt uit y = (r—2)° door een verschaling evenwijdig met de
y-as met factor 2. De grafiek wordt tweemaal uitgetrokken langsheen de y-as.

e y=2.(z—2)—2 volgt uit y=2.(r—2)* door een verschuiving bepaald

door het koppel (0,—2) of een verschuiving over 2 naar beneden.

Flakl Flotz Flotz
“WisiE=-1a"2-4
WWeBZ2eE-20m2=2
W=

~Wy=

~Ne=

~MNE=

“MNe=
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Verder:

e Uit de theorie van de transformaties kunnen wij afleiden dat (2,—2) de co-
ordinaat is van de top.
e Uitgewerkt geeft dit voorschrift y = 2.2°> — 8z + 6. Beide voorschriften stel-

len dezelfde functie voor, de grafieken vallen immers samen. (Ga dat na).

Deze voorbeelden zijn niet voldoende om algemeen uit de waarden van a, b en c
de waarden van a en B af te leiden. Waarschijnlijk komt er van de leerlingen
zelfs geen voorstel voor de waarden van a en [. Een theoretische afleiding

dringt zich dus op.

15 Nulwaarden van een tweedegraadsfunctie

De nulwaarden van de tweedegraadsfunctie y = a.z* + b.z + ¢ zijn de oplossin-

gen van de tweedegraadsvergelijking a.z> + bz 4+ c = 0.

De TI83+ beschikt standaard over een krachtige, maar numerieke methode om
vergelijkingen op te lossen. Deze “oplosser” vindt dus maar één oplossing van
een vergelijking. Gelukkig is er voor de TI83+ al heel wat bij geprogrammeerd.

Het programma “VGL2” lost tweedegraadsvergelijkingen probleemlooos op.

.!.l!ﬁ EDIT HIEUW |JOPLOSSEH YWAH TWEE
ELSEL3 A= e+Bx+C=A VERSCHILLEHDE
:STELSEL4 A=71 OFLOSSIMGER
tSUBCUEBIC B="-4
: SUBQUARD C="23
s WGL1 Geres
/5L [
s WELOMIG
OFPLOSSEH WAR 5EEH
H=e+B=+C=H OFPLOSSIMGEH
A=""1 Geread
E="1 [
C=71
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De nulwaarden kunnen natuurlijk ook grafisch gevonden worden.

“he= hl Funt.
wha= S ML1FL MM
why= g3 max 1 mum

Flokl Flatz Flokz 3 ?gﬂgagygi
N BeT2—d R+ 3 hk jj : Waarde
N

wHe= o shildden
“Me= i == s b
“Me= PR M T i

Yi=H"z=4E+x | T=H"z=Hu+2 | Yi=H"z=4E+x |
e | \H;ff \ e | ﬁa;ff . e | hx;;f

chtgFArensT Zhatkindz [

1.z If'==-.28 = Y=-.Zh

L@ktrﬂrtns?' EE

= Y=.m9
NulrFunk

n=1 Y=n

Op analoge manier vindt men ook het andere nulpunt en dus ook de andere

nulwaarde.

Ook met behulp van de tabel kunnen de nulwaarden teruggevonden worden.
Om een goede benadering van de waarden te vinden zal men hierbij wel een
aantal opeenvolgende verfijningen moeten uitvoeren. Toch kan men dit vrij een-
voudige geval hiervoor aangrijpen. Later zullen er immers vergelijkingen voor-
komen waarvoor er geen algoritmische oplossingsmethodes bestaan en waar men

dus grafisch en numeriek moet werken.

Merk ook op:
e Uit het voorschrift volgt eventueel een algoritmische oplossing,
e uit de grafiek volgt een grafische oplossing,

e uit de tabel volgt een numerieke oplossing.
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16 Tekenverloop, stijgen en dalen

Het tekenverloop en ook het stijgen en dalen kan op eenvoudige wijze bestu-

deerd worden met goedgekozen voorbeelden en de grafieken op de TT.

17 Toepassingen

17.1 Voorbeeld 1

Stel de vergelijking op van de parabool, met as evenwijdig met de y-as, die door

de punten A(—4,—14), B(1,—24) en C(4,18) gaat.

Oplossing;:
Dit probleem geeft aanleiding tot het stelsel

16a —4b+c = —14
a+b+c=-24
16a + 4b + ¢ =18

Dit stelsel kan opgelost worden met de flash-applicatie “PolySmlt”.

Heslos L:Fole ook Findsr

St Inesualr AZimulk Ean Solvr Numbgr OFEans =3
E: Hederlan T Akt
Tidrdanize Y:Faole Helr Nurbgr OF Unknowns =350
2 Periodic E: Simu Tt HeTr

FolaSnlt 6: Quit Folvsmit

Frob Sim HALIN] [ [LoAL]
SYZHATRIN 3 =41 |[Solution
48 -4 4 -1y ] 3{1E§

- Hne=

[16 y 1 EEH wi=-3H
za4=18
HAIN| NEH |CLR JLOAD|Z0LYE || HAIN|EACK |[=TOsws|5T0x |

De gevraagde parabool heeft als voorschrift

y=22"+42-30=0
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Dit probleem kan ook opgelost worden via kwadratische regressie, voor de leer-

lingen een black-box methode.

REKEH TOETS||L1 Lz Lz z||EOIT TOETS
aerkem... -y T 1:1- at=s
: SortesrdR 1 -EY - Uar Stats
S SorteserHesrs 4 18 S Med-Med
qillisLiast || TTTTTTITTTTTC diLinkEegCax+ha
ot InstelEditor Euwadr-REeg
: 2efMachtsReg
Lz = rddeMachtsReg
EwadrEeg Li.Lz:%||KwadrEeg
1 g=gxc+hx+tc
a=.z
b=d
c=-36
De eerste coordinaatgetallen van de gegeven punten plaatst men via . . . in L,

de tweede coordinaatgetallen in L,. Met diezelfde toets vindt men de coéfficién-
ten van de tweedegraadsfunctie. Nadeel van deze methode is natuurlijk dat men

ze voor de leerlingen weinig of niet kan verklaren.

17.2 Voorbeeld 2

Een leraar wiskunde was in zijn jonge jaren een goede verspringer. Een van zijn

sprongen werd gegeven door de formule

Hierbij is a de horizontale afstand vanaf de afzet (in meter) en h de hoogte (in

meter). Kies een passende vensterinstelling en voer de formule in.

Bereken:
e Na hoeveel meter landde de leraar weer op de grond?

o Welke was de maximale hoogte tijdens de sprong?
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Oplossing:

Flatl Flotz Flot: VEHSTER
iR -1 ALERESZHL S| Bmin=E
o amax=9,4
~Ne =Nl Aschazl=1
wMes Ymin=H
~Ny= Ymax=3.1
~Ne= VYechaal=1
“MNE= Ares=1
R e s
§=waarge *
Hidl Funit.
fminimum
G2 max 1
2L LI T CIN
= 4 = indr
P A ﬁgg.tttu“_i_._'rr.zi EEE‘“”!“. L =0, .
THEEL IMST b Yo
ThlStart=3 3 CERD
E 53?5
& 7
7 $3?5
IE- - EGZE

#=49

De leraar sprong dus 8 meter ver.

E . L-.I-EI-EII"‘gE'

2l Funt.
SEMinlmum
4 [EES ALY
sshnidden
=HRs CRge by
FEE R s

Yi=-1Meka el ek

L@M;;:;;ﬁﬁh“x

L P, L |

= ':I..-':I.E._H'!H"‘Eﬂl.r'E*H

Recm
] —— N | R

= ':I..-':I.E._H'!H"‘E+':‘I..-'E=-I'=H

thm
i |

Huxiﬁ
e O0000ne =i
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17.3

THEEL IMST o M
TI::lS’r_,ar*t:l 1 |IFERE
aTB1=1 ; Bioc

q 1

£ Nk

& 7L

7 43rE
m=1

De maximale hoogte die de leraar bereikte was 1 meter.

Voorbeeld 3

In een bakkerij wordt op een winterdag de temperatuur gegeven door de formule
T = —t*> + 8.t +10. Hierin is T de temperatuur in °C en ¢ is de tijd in uren met
t =0 om 5 uur (’s morgens).

Bereken de temperatuur om 6 uur en om 11 uur (in de voormiddag).

Noteer de formule zodat je ze kan gebruiken voor het tekenen van de grafiek.
Kies passende vensterinstellingen.

Teken de grafiek en controleer je antwoorden.

Bepaal grafisch hoe laat het is als de temperatuur zijn hoogste stand bereikt en
controleer dan door berekening.

Als het 24° is of warmer is het niet meer zo aangenaam om te werken. Bepaal
met GRM tussen welke tijdstippen dit het geval is.

Op een zomerdag is de temperatuur in de bakkerij telkens 5°C hoger dan op een
winterdag. Geef dan de formule voor T.

Vind je de gegeven formule die de temperatuur weergeeft op een winterdag rea-

listisch ?

Flotl Flotz Flekz WEHSTER
iR -ET2+EE+ 1A amln=H
wMe= mmax=9,. 4
= Aschaal=1
“My= Ymin=H
M= Ymax=3H
“ME= VYachaal=5
“Me= mrres=1
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VARS HEHHHE = Yol
Functie.. EH'EH
' Parameter.. e
StPoolCoord.. SR
4:Aan~Uit.... dit'y
HR
=HRR -
i B
Y= -H~z+B%+1n w 11

uir:wwﬂ
e i 1
R TATL T

3
1l
nL

Bepaal grafisch hoe laat het is als de temperatuur zijn hoogste stand bereikt en

controleer dan door berekening.

?gﬂgagﬁm = Wz B LD
: Waarde

2i Nyl Funt
S rindrue
< RS RN

5=§HiédEH
e R Pa i
PR AL ﬂgﬁ.raﬂauﬂmu _Y=ZE

Bepaal met GRM tussen welke tijdstippen het warmer dan 24°C is.

Flotl Fletz Flok: [ ?gﬂgﬂgygi
~ R -RTZ2+HER+16 ' == ' Waarde
~NeB24 . 2inulFunt
~ha= _ SEmindrue
~hy= =S R
~Ne= shilJdden
“Me= - = "R s
“MNe= PR FA R E RS ST: s
W= - zeBR+L0 (ECEL YE=zy
E —a . E X
1ckromme? e kFoammeT Zhatkinar
WaU.? o W=ZEEL HEHF e RN Rl VSN o
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17.4

Ye=gh
.t-'-'_\-‘—\.l.._.- I' N i -\._-.u-'-'_\-‘—\.
SniaEUnt Shatkind? SniaEUnt
n=Eqibeize Y=Y n=ed . Y n=c.LASFEEN Y=Y

Men kan nu berekenen dat het tussen 7.35 u en 10.25 u minder aangenaam is

om te werken.

Op een zomerdag is de temperatuur in de bakkerij telkens 5°C hoger dan op een

winterdag. Geef dan de formule voor T.

T =—t>4+8t+15

Voorbeeld 4

Een bedrijf wil affiches maken met een oppervlakte van 2 m2 Deze affiches
worden bedrukt zodat er aan de beide zijkanten en aan de bovenkant een witte
strook van 15 cm overblijft. Aan de onderkant is deze strook 25 cm breed.

Het bedrukte deel is een vierkant.

Noteer een formule voor de oppervlakte als functie van de zijde.

Maak de bijhorende tabel en bepaal met behulp van deze tabel een waarde voor
de zijde waarbij de oppervlakte gelijk is aan 2 m?.

Teken dan de grafiek en lees af bij welke waarde(n) van z de oppervlakte gelijk
is aan 2 m? (benaderen tot op een decimaal door inzoomen).

Bereken ook de waarde(n) van z waarbij de oppervlakte gelijk is aan 2 m?.
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5 Ongelijkheden van de tweede graad

18 Voorbeeld 1

Los op in R:
2’ —4z+3<0

e Wij tekenen eerst de grafiek van y = 2° — 4z + 3.

Flakl Flakz Flak=: 1
Wy B D A T \

~%z=l
W r= — .
mhy= o
wWe= i
NE=
N e=

o Wij zoeken de nulwaarden van deze functie

/I

Nulrunt [ Nulrunt [
=1 Vi =3 i

o Wij lezen af waar de grafiek onder de 2-as gelegen is.

Dus wordt de oplossingenverzameling van de ongelijkheid:

L3
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Een alternatief is

Flotl Floks Flots
Y1 B4R+ 34D

18.1 Voorbeeld 2

Losopin R:
P —3r+4<7-22

Dit probleem kan herleid worden tot het vorige door te herleiden op 0, maar

kan ook rechtstreeks opgelost worden.

o Wij tekenen de grafieken van

y=2"-3z+4eny=7-22

Flokl Flotz Flob:
N ER2=Sn+d
~NezBV—2n
~Yz=N
“Ny=
M=
“NE=
“Ne=

e Wij zoeken de snijpunten van beide grafieken

Shi<runt Shi<Eunt

=-1.:02778 JY=0.a0EEE1E | n=E E0ERPEE JYSE EAYNNER

e Wij lezen af waar de parabool onder de rechte gelegen is.
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Als alternatief geldt hier

De oplossingenverzameling wordt:

]—1,30;2,30]

Iy

o

Flotl FlokZ Flok:

RV = Lt

-2
Y=l

i a=

y
L
b

Samenstelling van de syllabus: Paul Verbelen
Met bijdragen van: H De Maesschalck, J Waterschoot, J Deprez, S Oeyen, L Gheysens
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