1. Migration d'oiseaux et calcul matriciel

Une population stable de 35000 oiseaux vit sur trois îles. 

Chaque année, 10% de la population de l'île A migre vers l'île B, 20% de la population de vers l'île B migre vers l'île C et 5% de la population de l'île C migre vers l'île A.

· si le nombre d'oiseaux aujourd'hui est 12000 sur A, 9000 sur B et 14000 sur C, que sera cette population dans 1 an, dans 10 ans,….. et plus (50, 100) ???

· si la population de départ est 34000, 500, 500 ??? que se passe-t-il dans 1 an, dans 10 ans ?

· dans les mêmes conditions de migration, trouver le nombre d'oiseaux sur chaque île si la population de chacune de celles-ci ne varie pas d'une année à l'autre.

1. Mise en place du problème.

Si a, b, c sont les populations des îles une année déterminée, l'année suivante, 


la population de A est : 
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la population de B est : 
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la population de C est : 
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Ou encore, sous forme matricielle,  
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2. Utiliser les données initiales

Commençons avec 12000, 9000 et 14000 oiseaux sur A, B et C : 
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	Editer la matrice A (dim 3x3)  par ` - Matrix – Edit – 1 : A   et compléter avec les valeurs adéquates.

De même, éditer B(dim 3x1) et compléter avec les valeurs adéquates.
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Le nombre d’oiseaux l'année prochaine sur chacune des îles s’obtient par le produit matriciel : 
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, soit 11500 oiseaux sur A, 8400 sur B et 15100 sur C
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	dans l’écran de calcul :

 ` - Matrix – Names – 1 : A   *     

 ` - Matrix – Names – 1 : B .


Pour obtenir la quantité d'oiseaux sur chaque île dans 10, …50,….100 ans, on applique plusieurs fois la matrice au résultat obtenu. A la main ce travail est fastidieux !!  

Avec une calculatrice (ou un logiciel EXCEL, DERIVE, …..), cela prend quelques secondes.

Après 10 …, 50, ….. itérations

Avec une calculatrice    (TI 84 Plus)
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	` - Matrix – Names – 1 : A *   `  ANS
….. recommencer plusieurs fois la même opération (le plus aisé est de reprendre l’expression encodée par `     E     .ENTRY)
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3.  Refaire le même type de travail avec des populations initiales 34000, 500, 500.

Modifier la matrice B ` `  -  Matrix - Edit – 2 : B   et modifier les valeurs et recommencer les différents produits matriciels.

On constate que les résultats sont indépendants des populations initiales sur chaque île.

C'est donc la matrice A qui est particulière ??? 

Rechercher les puissances 5, 10, 50,…. de la matrice

Avec la calculatrice    (ici la TI 84 Plus)
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On peut constater que les puissances de la matrice A convergent vers une matrices dont les vecteurs colonnes sont tous identiques (v), ceci parce que la matrice A est une matrice stochastique régulière.

Matrice :

· stochastique  : chacune de ses colonnes est un vecteur de probabilité (éléments positifs - somme 1)

· régulière car tous les éléments d'un puissance quelconque de cette matrice sont positifs. 

Le vecteur colonne cité plus haut, v, s'appelle vecteur constant de la matrice; 

Pour une matrice stochastique régulière il est unique et répond à la condition que 
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4. Pour répondre à la dernière question, résoudre le système 


[image: image20.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

z

y

x

z

y

x

.

.

.

.

.

.

95

0

2

0

0

0

8

0

1

0

05

0

0

9

0

.
[image: image21.wmf](

)

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

×

-

Û

0

0

0

z

y

x

E

A


	[image: image22.png]



	Construire la différence entre la matrice A et la matrice identité de dimension 3x3 : 

 `` - Matrix - Names – 1 : A -  - ` -  Matrix  - MATH  - 5 : identity ( …. 

Et compléter dans les parenthèses par la dimension de la matrice (à savoir 3)




Rendre triangulaire ou appliquer la méthode du pivot de Gauss à cette matrice A-E et conserver ce résultat dans une matrice F .
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La solution du système  est: 
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On peut ensuite ajouter à ces deux équations la condition de départ, à savoir, 
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 afin de trouver les valeurs de x, y et z.

	Pour cela, modifier la matrice F .
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	Résoudre à l'aide de la méthode du pivot
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On obtient 
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2. Mouvements et mathématiques

On laisse tomber une balle magique sur le sol. On capte, à intervalle régulier, les distances de cette balle par rapport au sol avec le CBR. On se propose d’étudier les rebonds de cette balle. 

1. Mesures.

Avec le CBR, enregistrer les rebonds de la balle et conserver les données utiles L1 et L2.

Replacer ces mesures "à l'endroit", donc retourner et translater le graphique pour que le sol se trouve à 0 (remplacer L2 par hmax – L2) .

Pour voir ce graphique ` - å       - 1   : Plot1-On (Mark : choisir les petits points)

(Rem : si on utilise le menu Ball Bounce, ce retournement n’est pas nécessaire).
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Avec les mesures du premier rebond, rechercher (avec une régression quadratique) l'équation de la parabole qui colle le mieux possible aux données. 

Il faut donc sélectionner les 20 à 25 valeurs des listes L1 et L2 qui correspondent au premier rebond, et les placer dans L3 et L4.
	Dans le menu S – Edit,  placer le curseur  sur la tête de L3 et e.

Choisir les éléments souhaités à l’aide de la commande :  ` - LIST – OPS – 5 : seq .

Compléter la ligne de commande 

Seq(L1(X), X, 6, 24) 
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	Dans l’écran de travail, S - CALC - 5: QuadReg L3, L4, v - Y-VARS - 1:Function - 1: Y1
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Le coefficient du terme du second degré est 
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, le rechercher dans les « variables statistiques » et le stocker dans une variable g.

	Mais aussi, v - 5: Statistics - EQ -2:a = - a G
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2. Equations des différentes courbes.

Le coefficient g est constant. Les paraboles successives sont l’image de la parabole initiale par translations selon l'axe horizontal et l'axe vertical.

Pour écrire les équations des fonctions associées, il faut tout d'abord repérer les coordonnées des différents sommets ; on les conservera dans des listes XS et YS (créées préalablement).

	Pour créer ces nouvelles listes : S – Edit ; puis se placer sur une tête de liste existante, insérer une nouvelle liste par ` - Ins et e.
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	Dans la ligne d’édition,  encoder le nom de cette nouvelle liste.

Rem : le sigle ‹ clignote pour signaler que la machine est en mode alphabétique et attend donc des entrées de ce type.
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Il faut alors repérer les différents sommets des rebonds : avec (, se déplacer le long des courbes.

	Se placer sur un sommet et basculer dans S -Edit

Sur  Xs(1) ( et dans la ligne d’édition, taper X (
Sur Ys(1) ( et dans la ligne d’édition, taper Y (.
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A l'aide de ces listes, écrire les équations des différentes paraboles : 
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	Encoder cette formule dans ! .
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	Les représentations graphiques « collent » bien aux données
	[image: image43.png]E

4. BCH-LHEI 2 LS

%=z.49884 | V= 6162315







3. Coefficient de "restitution".

Intuitivement, le rebond dépend d'un coefficient propre à la balle utilisée, et il serait normal que la hauteur de chaque rebond soit une fraction de la hauteur précédente.

Pour mettre ceci en évidence, il est naturel de calculer les différents quotients 
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. Les valeurs obtenues : 0.886 , 0.843 , 0.847 , 0.872 sont fort proches les unes des autres.

On peut donc en conclure que les différentes hauteurs des sommets forment une suite de nombres presque en progression géométrique. 

L'estimation de la raison de cette P.G. est: 
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4. Durées des rebonds.

Existe-t-il la même relation entre les différentes durées des rebonds. 

Pour obtenir les différents temps d'impact et les durées 
[image: image46.wmf]i
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 des rebonds (encodées dans une liste DTR), on recherche les zéros des différentes fonctions du second degré et on calcule les différences
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Les quotients 
[image: image48.wmf](
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, 0.942, 0.918, 0.920, 0.934 , laissent supposer que les 
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 forment une progression géométrique de raison est estimée à 
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5. Relation entre les raisons des 2 progressions géométriques.

On a mis en évidence les relations :

entre les hauteurs des rebonds : 
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entre les durées des rebonds : 
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Or on sait que la hauteur d'un rebond et la durée de celui-ci sont reliés par la relation :  
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Alors 
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dont on extrait  
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6. Suite associée.

On peut construire un modèle idéal de cette suite de rebond en construisant la suite des hauteurs, sur laquelle il est possible de faire des calculs

Dans le mode séquentiel, on introduit introduire la suite 
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 ainsi que la valeur initiale 
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7. Prévoir le Xième rebond.

Par exemple, le neuvième rebond est le neuvième terme de la suite introduite dans l'éditeur de fonction 
[image: image61.wmf](

)

u

9

 :

	Atteindre le u par `  - u (au-dessus du chiffre 7)


	[image: image62.png]OTER

S4Z6







8. Distance totale parcourue par la balle.

après 1 rebond : 
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après 2 rebonds :
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……

après n rebonds :
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Dans les parenthèses on voit apparaître les sommes cumulées des termes de la suite u(n).

Sur la calculatrice, introduire 20 termes de cette suite u(n) dans L5, puis faire la somme cumulée :  
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	Compléter la ligne de commande 

Seq(u(n), n, 1, 25) = L5
Ensuite, avec la commande cumSum que l’on trouve dans  ` ò - OPS ou dans `  ≠, on obtient une valeur approximative  de cette longueur totale.

Rem : Se déplacer avec la flèche pour voir d’autres valeurs.


Recommencer avec une suite de 30, 50, …..termes.

La longueur du trajet effectué par la balle peut être obtenue par la formule classique (somme des termes d’une progression géométrique) : 
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Si on augmente le nombre de termes de la suite, cette somme s’approche d’une valeur déterminée : 
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3. Longueur d’un segment (V.A. continue). 

(documentation Tcube - Daniel Vagost)
Quelle est la moyenne de la longueur d’un segment dont les extrémités sont deux points A et B placés au hasard sur un segment de longueur 1 ?

Remarque : Placer un point au hasard sur un segment revient à chercher un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 qui serait l’abscisse de ce point.

On construit la variable aléatoire X qui à chaque couple de points 
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 associe la longueur du segment AB. Les valeurs que peut prendre la variable aléatoire ne sont pas en nombre fini ; elles constituent l’ensemble des nombres de 
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. On a affaire à une variable aléatoire continue. Quelle loi de probabilité  peut-on établir?

1.  Simulation

Pour se faire une idée, essayons la simulation avec une calculatrice.

La longueur d’un segment comme défini plus haut est calculée par abs(rand-rand).

Les commandes abs et rand se trouvent dans le menu m – NUM  et m - PRB.

	On peut alors effectuer 300 fois ce travail et conserver les résultats dans une liste L1 avec les commandes suivantes : 

` - S( - OPS – 5.seq(abs(rand-rand),X,1,100) = L1
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	Les caractéristiques statistiques de cette liste sont obtenues par 

S - Calc - 1. Var Stats L1
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[image: image75.png]





Après observation des résultats, la moyenne semble être proche de ….
[image: image76.wmf]3
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Pour construire la fonction de répartition, il faut compléter un tableau de ce type : 

	k
	0
	0.1
	0.2
	0.3
	0.4
	0.5
	0.6
	0.7
	0.8
	0.9
	1
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Pour cela, on trie les résultats obtenus, présents dans L1, à l’aide d’un petit programme appelé TRI  (voir annexe).

Dans ce programme les valeurs de k sont stockées dans L2 et les valeurs que prend la fonction de répartition se trouvent dans L4.
	Représentation graphique des résultats :

` - STAT PLOT et choisir : 1 : Plot 1 e ; le mettre On et choisir Xlist : L2 et Ylist : L4
Choisir une bonne fenêtre graphique ou #– 9. ZoomStat
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2. Ajustement

Quelle courbe peut-on ajuster à ce nuage de points ? Essayons une représentation quadratique. 

	Essayons donc une courbe de régression quadratique.

S - CALC- 5: QuadReg L2, L4 , v - Y-VARS -1: Function  Y1
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Quelle fonction peut-on conjecturer ???

La fonction de répartition est proche de 
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3. Explication géométrique

Géométriquement, ce résultat s’explique : 

Choisir deux points A et B au hasard sur le segment  
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 revient à choisir deux nombres aléatoires entre 0 et 1 …. ou encore un point M au hasard dans le carré de côté 1 (les coordonnées de ce point étant ces deux nombres aléatoires). 

Plaçons alors un repère orthonormal d’origine O dans le plan. Le point M a pour coordonnées 
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 ; cette relation est vérifiée  lorsque le point M se trouve dans la zone délimitée par les côtés du carré et les droites d’équation  
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	Cette zone forme le polygone ci-contre et la probabilité 
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L’aire hachurée (calculée aisément par différence d’aires), est égale à 
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La probabilité est donc égale à 
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La fonction de répartition est  
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 et la fonction de densité de cette distribution est 
[image: image96.wmf](

)

2

2

+

-

=

x

x

f

.

4. Calculs

L’espérance mathématique vaut  
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 EMBED Equation.3  [image: image98.wmf]33
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La variance est égale à  
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 et l’écart-type  égal à 
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