Over vossen en konijnen

of

Een discreet lineair dynamisch systeem

Paul Verbelen

1 Vossen en konijnen

In een afgebakend bebost gebied leven vossen en konijnen. Oorspronkelijk is het aantal vossen 
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 en het aantal konijnen 
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. Na k maanden is het aantal vossen gelijk aan 
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 en het aantal konijnen gelijk aan 
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. Het aantal vossen en konijnen na 
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 maanden wordt gegeven door
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Hierbij is r een positieve constante die het gemiddeld aantal konijnen weergeeft dat maandelijks opgegeten wordt door één vos, de “vangmaat”.

Dit probleem kan beschreven worden met behulp van een (populatie)evolutiematrix, namelijk
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De beschrijving wordt



[image: image8.wmf]1

1

0,40,3

.

1,2

kk

kk

FF

r

RR

+

+

æöæö

æö

÷÷

÷

çç

ç

÷÷

÷

ç=ç

ç

÷÷

÷

çç

ç

÷÷

÷

-

÷

÷÷

ç

çç

èø

èøèø


en dus
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De elementen 
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 noemt men de elementen of de toestanden van het discreet lineair dynamisch systeem dat volledig bepaald wordt door de begintoestand 
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 en door de evolutiematrix A.
Wij willen nagaan welke de evolutie is van de vossen- en de konijnenpopulatie op langere termijn en of deze evolutie beïnvloed wordt door de waarde van r.

2 Eigenwaarden en eigenvectoren

Wij verlaten onze vossen en onze konijnen en maken een ommetje langs eigenwaarden en eigenvectoren.

Wij hernemen het probleem van het evenwicht van een migratiematrix. Er is een evenwicht als
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een oplossing heeft.

Er bestaat dus een koppel 
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Het, overbodige, getal 1 is een eigenwaarde van de (migratie)matrix en het koppel 
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 een eigenvector.

Vorig probleem kan veralgemeend worden tot het zoeken naar kolommen die in een veelvoud afgebeeld worden, m.a.w. men zoekt naar getallen ( en naar kolommen X waarvoor geldt
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Elk van deze getallen ( noemt men een eigenwaarde van A en elk van de kolommen een eigenvector.

De eigenwaarden van A zijn de oplossingen van
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De eigenvectoren die behoren bij de eigenwaarde ( zijn de, van de nuloplossing verschillende, oplossingen van het stelsel
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Voorbeeld :
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De karakteristieke vergelijking is :
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De eigenruimte behorend bij –1 is:
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De TI89 rekent dit voor ons uit:
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Het toestel geeft meteen genormeerde eigenvectoren (wat niet altijd een voordeel is).
3 Diagonaliseren van een matrix
De matrix 
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heeft als eigenwaarden 
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. De corresponderende eigenruimten zijn
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In elke eigenruimte kiezen wij een willekeurige eigenvector, bijvoorbeeld
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Enig rekenwerk met de gevonden eigenwaarden en eigenvectoren levert ons
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Het linkerlid bevat de gediagonaliseerde matrix. Het rechterlid bevat de oorspronkelijke matrix “omgeven” door de matrix met in de kolommen de eigenvectoren en door de omgekeerde van deze matrix.
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en dus ook
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4 Macht van een diagonaalmatrix
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Voorbeeld:
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5 Opnieuw vossen en konijnen

5.1 Model 1

Wij kiezen 
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r

=

. De karakteristieke vergelijking is
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De eigenwaarden zijn dus 1 en 0,6.

De eigenruimte behorend bij 1 is
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en dus
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In deze eigenruimte kiezen wij een willekeurige vector 
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De eigenruimte behorend bij 0,6 is
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en dus
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In deze eigenruimte kiezen wij een willekeurige vector 
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Hieruit volgt
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en dus ook
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Op langere termijn, dus als k vrij groot wordt dan vinden wij
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Het is duidelijk dat wij op lange termijn de waarde van 
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 zonder problemen gelijk mogen stellen aan 0. Dan vinden wij
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Hieruit volgt dat het aantal vossen en konijnen na een lange periode gegeven wordt door
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Als bij de aanvang van het proces, op het tijdstip 
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, dan ontstaat er na verloop van tijd een stabiele bevolkingstoestand met dubbel zoveel konijnen als vossen. Deze uiteindelijke verdeling is wel afhankelijk van het oorspronkelijke aantal konijnen en vossen maar men komt altijd tot dezelfde verhouding. 

Als er oorspronkelijk 100 vossen en 100 konijnen zijn, dan ontstaat er een evenwichtssituatie met 50 konijnen en 25 vossen.

Als er oorspronkelijk 100 konijnen en 30 vossen zijn, dan ontstaat er een evenwichtssituatie met 120 konijnen en 60 vossen.

5.2 Model 2

Wij kiezen 
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. De karakteristieke vergelijking is
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De eigenwaarden zijn dus 1,05 en 0,55. De eigenruimte behorend bij 1,05 is
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en dus
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In deze eigenruimte kiezen wij een willekeurige vector 
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De eigenruimte behorend bij 0,55 is
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In deze eigenruimte kiezen wij een willekeurige vector 
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Hieruit volgt
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en dus ook
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Op langere termijn, dus als k vrij groot wordt dan vinden wij
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Het is duidelijk dat wij op lange termijn de waarde van 
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 zonder problemen gelijk mogen stellen aan 0. De waarde van 
[image: image64.wmf]1,05

k

 daarentegen wordt alsmaar groter. Bijgevolg geldt “voor voldoende grote waarden van k”:
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Hieruit volgt dat het aantal vossen en konijnen na een lange periode gegeven wordt door
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Als 
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, m.a.w. als 
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, dan groeien de  populaties konijnen en vossen maandelijks met 5%. Beide populaties groeien dus onbeperkt, maar na voldoende lange tijd ontstaat er een constante verhouding voor de populaties van de  vossen en konijnen. Deze verhouding is 6/13, voor elke 6 vossen zijn er 13 konijnen.

Merk op dat de  maandelijkse aangroei van de populaties overeenkomt met de grootste eigenwaarde 
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 en dat de uiteindelijke verhouding van de populaties bepaald wordt door de corresponderende eigenvector 
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5.3 Model 3

Wij kiezen 
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. De karakteristieke vergelijking is
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De eigenwaarden zijn dus 0,9 en 0,7.

De eigenruimte behorend bij 0,9 is
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en dus
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In deze eigenruimte kiezen wij een willekeurige vector 
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De eigenruimte behorend bij 0,7 is
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In deze eigenruimte kiezen wij een willekeurige vector 
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Hieruit volgt
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en dus ook
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Op langere termijn, dus als k vrij groot wordt dan vinden wij
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Het is duidelijk dat wij op lange termijn de waarden van 
[image: image84.wmf]0,9 en 0,7

kk

 zonder problemen gelijk mogen stellen aan 0. Dan vinden wij
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Hieruit volgt dat het aantal vossen en konijnen na een lange periode gegeven wordt door
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Beide diersoorten zullen uiteindelijk uitsterven.

5.4 Besluit

De kritische “vangmaat” is duidelijk 0,4. Enkel als elke vos per maand gemiddeld 0,4 konijnen eet, ontstaat er een stabiele evenwichtssituatie in de loop van de tijd.

Zijn de vossen niet in staat dit aantal konijnen te consumeren, dan zullen beide populaties in de tijd onbeperkt in aantal toenemen.

In een beperkt gebied zal deze situatie op termijn natuurlijk onleefbaar zijn.

Zijn de vossen echter te hongerig en worden er te veel konijnen geconsumeerd, dan zullen beide diersoorten op termijn uitsterven.

Tenslotte: waarom is 0,4 de kritische vangmaat?
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