CAS in de klas:
 iedereen leert bij
Hilde Eggermont, Pedro Tytgat

Sint-Pieterscollege - Leuven
Dit jaar konden we beschikken over voldoende TI-89’s om twee klassen van het zesde jaar (ASO, 6u en 8u wiskunde) de toestellen een heel jaar te laten gebruiken, ook thuis. Deze machines werden ons ter beschikking gesteld door Texas Instruments. Van ons werd verwacht onze ervaringen, lesblaadjes en oefenmateriaal te delen met collega’s.

In deze sessie willen we enkele ervaringen bespreken aan de hand van een tweetal concrete toepassingen. We beginnen echter met enkele algemene opmerkingen.

Nieuwe leermiddelen vergen tijd
Toen enkele jaren geleden het grafisch rekentoestel zijn intrede deed, hebben we ons met z’n allen moeten aanpassen: theorie kon anders worden aangebracht, nieuwe oefeningen drongen zich op, een les viel al eens in het water t.g.v. onverwachte fenomenen op de rekentoestellen van bepaalde leerlingen, … Vermoedelijk willen velen onder ons ondertussen niet meer zonder een TI-83 of vergelijkbaar toestel werken.

Het invoeren van de TI-89 plaatste ons voor gelijkaardige uitdagingen. Eén schooljaar was trouwens niet voldoende om te kunnen besluiten ‘nu weten we hoe we het moeten aanpakken’. Maar we leerden al heel wat bij, zodat schooljaar 2006-2007 een betere en meer doordachte inschakeling van de toestellen zal kennen. En vermoedelijk wordt 2007-2008 alweer iets beter.
We hopen de komende maanden en jaren ook meer oefenmateriaal te kunnen verzamelen dat zich specifiek leent tot oplossing met een CAS (Computer Algebra Systeem). De meeste opgaven die nu in handboeken te vinden zijn, kunnen immers ook vrij vlot manueel opgelost worden, aangezien ze bedoeld zijn voor leerlingen zonder dergelijke hulpmiddelen. In de 6u-klas konden we dankzij het rekentoestel wel oefeningen aansnijden die we normaalgezien zouden overslaan, uit vrees dat een overdaad aan algebraïsch rekenwerk de basisredeneringen zou overschaduwen en de kans om de eindmeet te halen te ernstig zou beperken. Uit de enquête die we op het einde van het jaar hielden, bleek dat een aantal leerlingen trots waren op het feit dat ze met het toestel moeilijker oefeningen aan konden dan zonder: ook de redeneringen waren immers zwaarder, los van het rekenwerk.
De voorbeelden hieronder zijn niet onze succesverhalen, maar zijn evenmin een verslag van negatieve ervaringen. Het zijn voorbeelden van situaties waar we ons spontaan gebruik van de TI-89 moesten of wilden bijsturen, situaties die u misschien ook zal ontmoeten de dag dat uw leerlingen met een CAS aan de slag gaan.

Globaal genomen was onze ervaring zo positief dat we, net zoals al eens gebeurde met de TI-83, bepaalde leerstofonderdelen niet graag meer zonder TI-89 zouden behandelen.
Haast en spoed…
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Iemand verplaatst zich van punt A naar punt B door eerst een stuk te lopen (met snelheid v) langs de oever van een kanaal tot een punt C en van daar af te zwemmen (met snelheid w).

Hoe moet het punt C gekozen worden opdat dit traject in de kortst mogelijke tijd zou kunnen afgelegd worden, wetende dat v > w ?

Als we 
[image: image65.bmp] stellen, is 
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. De totale benodigde tijd om zich van A tot B te verplaatsen is dan 
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Om de minimale tijd te vinden, zoeken we de nulpunten van 
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1ste aanpak: enthousiast inschakelen van ICT
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invoeren van de functie t(x)
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eerste oplossing voor x (links)
	[image: image7.png]Jemome?

s coto(dhitco

Dong





tweede oplossing voor x (midden) en
onverwachte derde optie (rechts)


Het toestel vindt twee oplossingen: 
[image: image8.wmf]22

22

avwbw

x

vw

--

=

-

 of 
[image: image9.wmf]22

22

avwbw

x

vw

-+

=

-

.

Blijkbaar is de afgeleide 
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 ook nul wanneer 
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, wat een ‘absurde’ optie is. Dit is voor sommige leerlingen wel een bron van onzekerheid: wat is de status van de oplossing van zo’n toestel? En bijgevolg: wat is de status van een oplossing? 
Dat er twee oplossingen zijn, gebeurt wel vaker, bijvoorbeeld omwille van de een of andere symmetrie in de opgave. Bij het vereenvoudigen van de uitdrukkingen (wat eventueel ook via het toestel kan), vinden we voor de twee mogelijke x-waarden:
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‘expand’ komt overeen met ‘werk uit en vereenvoudig’

Na het herschrijven van beide oplossingen blijkt duidelijk dat we met een probleem zitten: er zou een optimale strategie zijn waarbij je eerst meer dan de afstand a loopt, nl. tot 
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, om vervolgens terug te zwemmen naar B.
Een eerste reflex bij mijn leerlingen was: misschien komt dit overeen met een relatief maximum of een buigpunt. We hebben immers enkel naar de nulpunten van de eerste afgeleide gezocht.

Een relatief maximum is echter meteen uitgesloten: gewoon verder lopen levert een nóg grotere tijd op. De tweede afgeleide van 
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 is ook niet nul voor die x-waarde, zodat ook een buigpunt niet als verklaring kan dienen:
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berekenen van de 2de afgeleide,
waarna x wordt vervangen door 
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In de klas vond ik niet meteen een verklaring voor deze ‘foute’ oplossing. Daar ging mijn enthousiaste en roekeloze inschakeling van het wondertoestel…

Ondertussen heb ik bijgeleerd. Dat gebeurde toen ik de oplossing eens gewoon ‘op grootmoeders wijze’ zocht, d.w.z. met pen en papier.
2de aanpak: zonder ICT

Met de hand gaat het als volgt:
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Het vinden van de nulpunten leidt tot het oplossen van een irrationale vergelijking:
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Nu doet er zich maar één oplossing voor! De oorzaak is snel duidelijk: het stellen van de nodige kwadrateringsvoorwaarden blijkt essentieel. Bij het 4de equivalentie-teken voeg ik extra informatie aan het model toe: mijn inzicht vertelt me dat 
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 Die informatie had mijn TI-89 niet toen ik naar alle nulpunten van de eerste afgeleide vroeg.

Moraal van het verhaal: laat het toestel niet zomaar in één keer een vergelijking oplossen! Haast en spoed is zelden goed. Betreft het een irrationale vergelijking, bijvoorbeeld, dan moet achteraf gecontroleerd worden of er ‘spookoplossingen’ zijn gevonden (ingevoerde oplossingen). Ook bij het manueel werken is het immers nodig expliciet stil te staan bij het teken van bepaalde uitdrukkingen.

3de aanpak: gepland voor het 1ste trimester 2006…

Wat de onverwachte situatie hierboven illustreert, stelden we vaker vast dit jaar: het is nog steeds voordelig om stap voor stap te werken, ook met een CAS.

Didactisch is het interessant om zich te blijven vervolmaken in het opsplitsen van grote opgaven in kleinere deelredeneringen, zoals dat ook zonder CAS gebeurt. Technisch of algebraïsch zorgen tussenstappen ervoor dat je voeling houdt met wat je aan het berekenen bent en de sterktes en zwaktes van het toestel voor dat bepaald soort algebraïsch probleem telkens kan inschatten. Irrationale vergelijkingen oplossen vereist menselijke interventie of interpretatie, bijvoorbeeld, evenals het werken met goniometrische vergelijkingen en uitdrukkingen.

Een mogelijke aanpak is de volgende.
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het berekenen van een afgeleide gebeurt
nog altijd sneller met een CAS

De functie 
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 en haar afgeleiden zijn irrationale functies. Bij het zoeken naar nulpunten van 
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 mogen we dus ingevoerde oplossingen verwachten. Enkel x-waarden van 0 tot a zijn mogelijk; dit controleren we achteraf.
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we weten nu dat de kans reëel is dat er
ingevoerde oplossingen zijn gevonden

We vinden twee oplossingen, waarvan er één in het zinvolle interval [0, a] ligt: 
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Bij deze hybride werkwijze waarbij het gebruik van een CAS gecombineerd wordt met een stap-voor-stap beredeneerde oplossing blijft de meerwaarde van een CAS overeind: het rekenwerk wordt tegen hoge snelheid uitgevoerd. Maar het moeilijke denkwerk, het modelleren, mathematiseren en wiskundig of algebraïsch redeneren blijft intact. Een win-win-situatie, zeg maar.
Beauty and the beast

Meer dan eens kwam het voor dat de kracht van het rekentoestel de leerlingen misleidde en dat ze niet gedwongen werden een alternatief te zoeken door onoverkomelijk rekenwerk. Ook met CAS in de hand is het wiskundig gezien waardevol te blijven zoeken naar alternatieven die eleganter zijn. Gaande weg hebben we dit vertaald in het advies “heb oog voor de schoonheid”.

Als een rechte r een hyperbool H snijdt in de punten P en Q en de asymptoten van die hyperbool in de punten C en D, dan is 
[image: image26.wmf]QD
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Dit is zeker geen evidente eigenschap. Een bewijs is nodig. We pakken het analytisch aan. We kiezen het assenstelsel zo dat we kunnen werken met de canonieke vergelijking van de hyperbool:
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De asymptoten hebben als vergelijkingen 
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De rechte r geven we als vergelijking
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Eerste werkwijze: we gebruiken de brute kracht van de machine

We zoeken de snijpunten van de hyperbool H met de rechte r. We geven de vergelijkingen in en lossen het stelsel op naar x en y. We gebruiken de gewone solve-instructie.
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vergelijkingen kunnen gewoon ingegeven worden
om later opgelost te worden naar een bepaalde variabele,
om een variabele te substitueren, …
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lost beide vergelijkingen op naar x en y
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klikken we met de cursor naar rechts, dan krijgen
we alle oplossingen en bijbehorende voorwaarden
te zien


De oplossing ziet er erg zwaar uit. Als we met de cursor naar rechts gaan, wordt de onaantrekkelijk​heid van de oplossingen pas echt duidelijk.
Hieronder is het hele antwoord zichtbaar gemaakt met een ander CAS-programma.
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Aangezien we eigenlijk kwadratische vergelijkingen 
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 aan het oplossen zijn, zijn de oplossingen voor x in essentie van de vorm 
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Het bleek nuttig de leerlingen daarop te wijzen, opdat ze de oplossingen op die manier sneller en juister zouden kunnen lezen en interpreteren.Voor het verdere verloop van het bewijs zullen we de bovenstaande coördinaten nog enkele keren nodig hebben. We slaan beide oplossingen voor x en y daarom op in een vector cop resp. coq.
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de coördinaten van het tweede punt worden
gestockeerd d.m.v. “[…, …](coq”
We kunnen nu de snijpunten van de rechte r met de asymptoten bepalen. Dit zijn de punten C en D.

De berekening van de coördinaten van C zie je in de schermafdrukken hieronder. We geven zelf aan dat a ( 0 en b ( 0, zodat het toestel daar niet meer op hoeft te wijzen.
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beide coördinaten worden nu gegeven,
zonder de extra voorwaarde a ( 0 en b ( 0
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beide coördinaten worden gestockeerd in de
vector coc
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hetzelfde gebeurt nu voor het snijpunt van r
met de andere asymptoot


Het enige wat we nu nog moeten doen is controleren of 
[image: image45.wmf]CPQD

=

uuuruuur

. De machine doet dat voor ons. 

[image: image46.png]s cop— coc = cod— coa

Lrue _true)





zowel de x- als de y-coördinaat van beide
vectoren blijken gelijk te zijn
Het bewijs is geleverd. 
Maar de vraag is wel of dit soort van bewijs voldoening geeft. Het klopt allemaal, dat wel. Maar je hebt geen inzicht gekregen in deze eigenschap. 
Tweede strategie: redeneren als leidraad
Een andere manier van werken is niet alles aan de machine over te laten. Door opnieuw de redenering in kleinere stapjes op te splitsen, zoals bij het manueel werken, houden we de berekeningen beter in de hand en krijgt ons denkvermogen meer kansen om met een snellere, elegantere redenering op de proppen te komen.
Als je het stelsel
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met de hand oplost, zal je ongetwijfeld de tweede vergelijking gebruiken om y te vervangen in de eerste. Dit kunnen we ook met de TI89. We krijgen een vierkantsvergelijking in x die we kunnen herleiden naar de standaardvorm (zie schermafdrukken): 
	[image: image48.png]



de verticale streep zorgt ervoor dat y
gesubstitueerd wordt in de linkse uitdrukking
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indien we van beide leden 1 aftrekken en
vervolgens vermenigvuldigen met 
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de vergelijking in standaardvorm
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	We vinden:
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De uitdrukking ‘ans(1)’ in de opdrachtregel hierboven, staat voor de volledige uitdrukking in het rekenscherm, d.w.z. linkerlid en rechterlid. De opdracht ‘ans(1) – 1’ trekt dus van beide leden 1 af; in die zin worden leerlingen verplicht om ‘correcter’ te denken over de betekenis van “ik breng die 1 over van het rechter- naar het linkerlid”. Een verkeerde bewerking op beide leden is ook meteen zichtbaar op het scherm, zodat de redeneerfout gecorrigeerd kan worden, wat niet het geval is met het foutief toepassen van “ik breng dit over naar het andere lid” met potlood en papier.
We doen nu hetzelfde met de asymptoten. We kunnen dit rechtenpaar samenvatten in één enkele vergelijking:
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Om de snijpunten van de asymptoten met r te bepalen, moeten we het stelsel
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oplossen. De gelijkenis met het vorige valt onmiddellijk op. Ook hier krijgen we een vierkantsvergelijking in x die we herleiden naar de standaardvorm.
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	Nu vinden we 
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Het resultaat is bijna dezelfde vierkantsvergelijking als hierboven: alleen de constante term is verschillend. Zonder de vergelijking verder op te lossen kunnen we de redenering nu afwerken. 
Om aan tonen dat 
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 is het voldoende aan te tonen dat het midden van [PQ] gelijk is aan het midden van [CD]. Dit is eenvoudig in te zien en na te rekenen met vectoren.
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Om analytisch het midden van een lijnstuk te bepalen nemen we de helft van de som van de coördinaten van de eindpunten van het lijnstuk. Nu zijn de x-coördinaten van de punten P en Q de oplossingen van de eerste vierkantsvergelijking die we opstelden. Anderzijds zijn de x-coördinaten van de punten C en D de oplossingen van de tweede vierkantsvergelijking. Van beide vergelijkingen hebben we slechts de som 
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 van de oplossingen 
[image: image63.wmf]1

x

 en 
[image: image64.wmf]2

x

 nodig. Daarvoor heb je de coëfficiënten nodig van de eerste twee termen en niet de constante term!

Uit de vergelijkingen hierboven volgt, zonder enige verdere berekening, dat die sommen inderdaad gelijk zijn. Omdat de vier punten op één rechte liggen hebben we hiermee laten zien dat [PQ] en [CD] hetzelfde midden hebben.
Ook in deze opgave heeft CAS haar nut, maar door een goede wisselwerking tussen machine en mens kunnen we zeker tot een mooier resultaat komen dan bij een blindelings vertrouwen op de kracht van de machine.

Besluit
Een te doorgedreven gebruik van CAS leidt tot een zeer technische afhandeling van het bewijs. Aangezien de machine correct rekent, zal de bewijsvoering ook correct zijn. Maar een leerling heeft weinig of niets geleerd na een dergelijk bewijs. Hij heeft niet aan inzicht gewonnen. Eventueel heeft hij wel een resultaat dat hij in andere situaties kan toepassen, maar het resultaat op zich is een lege doos.

Door opnieuw stap per stap te werk te gaan bouwen we zelf nog wel de redenering op en daardoor kunnen we bijleren. In dit geval leerden we dat het werken met middens voordelig is bij bepaalde eigenschappen van kegelsneden. Door de CAS kunnen we ons helemaal concentreren op die redenering en moeten we niet bang zijn voor rekenfouten. 

Tot slot
Het inschakelen van nieuwe technologieën leidt niet vanzelf tot beter wiskundeonderwijs. Elk hulpmiddel heeft voor- en nadelen, kan ten goede of ten kwade aangewend worden. Dat is zo voor krijt en bord, voor overheadprojectoren, voor computers of rekentoestellen, … Uit reflectie op de eigen lespraktijk, de terugkoppeling van onze leerlingen en een eerste jaar ervaring groeide al een eerste beetje vakmanschap voor wat betreft het gebruik van een CAS in de klas.
Het uitwisselen van materiaal kan ons allen helpen om sneller tot een goed gebruik van zo’n computer​algebra​systeem te komen. 
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