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Plenair: Luc Blomme (Europese school Brussel 111)
CAS in Europese scholen: “work in progress™.
Vijf jaar ervaring in de klas en met examens.

Met de hervorming van het wiskundeprogramma hebben de Europese Scholen resoluut gekozen voor de
introductie van CAS technologie in het wiskundeonderwijs in de laatste 4 jaar van de middelbare school.
Het programma bestaat voor elk wiskunde-niveau en jaar uit een gedetailleerde lijst van mathematische
competenties met en zonder rekenmachine.

De introductie van dezelfde rekenmachine voor alle leerlingen zet de deur op een Kier voor een schat aan
nieuwe pedagogische en didactische mogelijkheden bij het introduceren, toepassen en verdiepen van
wiskundige begrippen. De bedoeling is om meer wiskunde te doen en minder repetitief rekenwerk.

Als gevolg hiervan is ook het Europees Baccalaureaat (centraal eindexamen) aangepast in een deel met en
een deel zonder rekenmachine.

Deze hervorming is niet zonder slag of stoot verlopen: toepassen van de nieuwe filosofie, training van de
leraren, opstellen van examenvragen, harmonisering van testen en correcties, reacties van collega’s, ouders
en leerlingen, etc. vandaar “work in progress”.

Werkgroepen

1) Luc Blomme (Europese school Brussel 111') en Alain Jaeckel (Europese school Strasbourg):
Functies introduceren met CAS in wiskundelessen in de tweede graad.

Een praktische workshop waarin we u laten kennismaken met een aantal praktijkvoorbeelden uit de
lerarentraining die de afgelopen jaren voor de wiskunde leerkrachten van de Europese Scholen
georganiseerd werd.

Het gebruik van een CAS rekenmachine biedt nieuwe mogelijkheden voor het illustreren, toepassen
en introduceren van nieuwe leerstof. De focus zal liggen op voorbeelden waar de TI-Nspire CX CAS
gebruikt kan worden om de leerlingen nieuwe mathematische concepten te laten ontdekken of ze te
illustreren en verdiepen.

2) Philip Bogaert:
Giscorrectie versus standard setting, kansrekening en statistiek voor iedereen.

Leerlingen die voortstuderen worden geconfronteerd met meerkeuzetoetsen. Kan je je leerlingen
hierop voorbereiden? Zijn er tips of trucs die je slaagkansen verhogen?

Is giscorrectie een "eerlijk" systeem?

In deze workshop beantwoorden we deze vragen op een manier die voor leerlingen uit de derde graad
bevattelijk is.



3)

4)

5)

6)

Paul Boogmans:
Gebruik van de TI-Nspire CAS software door leraar en leerling.

In deze workshop maken we op de computer een aantal bestanden van uiteenlopende aard zodat
volgende aspecten aan bod komen:

e het gebruik van de minder gekende module “notities”;

e didactische ondersteuning bij het aanbrengen van nieuwe begrippen, zoals bv.: bewerkingen
met puntvectoren, het begrip grafiek van een functie, het construeren van de grafiek van de
samengestelde van twee door hun grafiek gegeven functies;

o leerlingen krijgen een beter inzicht in de oplossingsmethode als ze deze moeten
“automatiseren”, bv. het oplossen van binomiale vergelijkingen in de verzameling van de
complexe getallen;

e het samenwerken van de verschillende modules van Nspire binnen eenzelfde opgave;

e alle modules, behalve de Vernier DataQuest, worden gebruikt.

De behandelde leerstofonderdelen zijn hoofdzakelijk voor de derde graad, sommige ook voor de
tweede graad.

Didier Deses:
Onderzoekscompetenties: Wiskunde en moderne technologieén.

In deze workshop (en bijbehorend cahier) komen een aantal onderwerpen aan bod die geschikt zijn
als onderzoekscompetenties wiskunde/wetenschappen in het ASO. De onderwerpen komen uit de
kruisbestuiving van wiskunde en technologie. We putten inspiratie uit biologie en virtuele beelden,
uit informatica en het internet en uit de symbolische natuur van de wiskunde. Met de deelnemers
zullen we dieper ingaan op een aantal concrete voorbeelden waarbij de wiskunde de technologie ter
hulp snelt. Dit alles aan de hand van eenvoudige programma's voor de T1-84 Plus Color.

Etienne Goemaere:
Financiéle wiskunde met de T1-84 Plus (één sessie).

De SOLVER op de TI1-84 leent zich tot het maken van routine oefeningen op voorwaarde dat de
leerlingen hun formules kennen. Een nuttig instrument om de werking van een aflossingstabel te
illustreren is de applicatie CSheet.

Een aflossingstabel kan ook gegenereerd worden in de lijsteditor en dit zowel door zelf de formules
in te geven als door de ingebouwde financiéle functies (TVM-Solver) te gebruiken.

Etienne Goemaere:
Financiéle wiskunde met de TI-Nspire CX CAS (één sessie).

Om aan intrestberekening te doen kan je in een rekenmachinetoepassing werken met zelf
gedefinieerde functies. Handiger is dit te doen in een notitietoepassing omdat je daar onmiddellijk
ziet wat de impact is van een gewijzigde parameter.

Op de TI-Nspire kunnen programma’s geschreven worden voor intrestberekening die een grote
gebruiksvriendelijkheid hebben. In de spreadsheet toepassing kan je zowel de werking van een
aflossingstabel illustreren, als op verschillende manieren zo’n aflossingstabel genereren aan de hand
van de geziene formules of aan de hand van de ingebouwde financiéle functies (TVM-Solver).



7)

8)

9)

Guido Herweyers:
Kansverdelingen en simulaties met TI-Nspire CAS.

Wat is de exacte kansverdeling van de som van het aantal ogen als je werpt met 2, 3, 4, 5,...
dobbelstenen en hoe kun je die kansverdeling benaderen door simulatie?

Hoe kun je de centrale limietstelling illustreren? Hoe kun je nieuwe kansverdelingen ontdekken via
simulatie en wat is de meerwaarde van simulaties voor het begrijpen van toevalsprocessen? Je bent
van harte uitgenodigd voor de workshop!

Dominiek Ramboer:
Wiskunde in een economische context. Economische begrippen en vraagstukken voor de tweede
graad.

In deze workshop (en bijbehorend cahier) worden enkele wiskundige begrippen en technieken voor
de tweede graad behandeld, met een economische context. Aan bod komen economische
toepassingen op richtingscoéfficiént, stelsels van lineaire vergelijkingen en ongelijkheden, tabellen
en grafieken, het transformeren van grafieken. Zo worden begrippen als vraag en aanbod, winst,
opbrengst, marginale kost, Lorenzkromme en Ginicoéfficiént geintroduceerd.

Paul Verbelen:
Introductie tot TI-Nspire CAS m.b.v. iPad met voorbeelden uit de tweede graad.
(één sessie).

Deze workshop biedt een introductie in het gebruik van de TI-Nspire CAS met de app voor de iPad.
De iPad (mini) heeft het gemak van de handheld, maar door het grotere scherm ook de visuele
mogelijkheden van de software. Bovendien wordt er optimaal gebruik gemaakt van het touchscreen.
De gebruikte voorbeelden komen uit de leerplannen van de tweede graad. VVoorafgaande kennis van
de iPad of TI-Nspire is niet vereist.

10) Paul Verbelen:

Gebruik van TI-Nspire CAS m.b.v. iPad met voorbeelden uit de derde graad.
(één sessie).

In deze workshop behandelen we een aantal voorbeelden (voornamelijk) uit de leerplannen van de
derde graad met behulp van de TI-Nspire CAS app voor iPad. Deze voorbeelden kunnen ook
behandeld worden met de handheld of de software, maar de app biedt, misschien en soms, het beste
van beide werelden. VVoorafgaande kennis van de iPad of TI-Nspire is niet vereist.

11) Jan Vermeylen en Jurgen Schepers:

Functieleer in de tweede graad.

Eindtermen en leerplannen besteden in de tweede graad ruime aandacht aan de conceptualisering van
het functiebegrip. Hoe kunnen aspecten van functieleer, bijv. het domein, het bereik, de invlioed van
coéfficiénten, de nulpunten, de tekenverandering, het stijgen en dalen, de minima/maxima, de
symmetrie en het gedrag op oneindig, dynamisch gevisualiseerd worden ?

Het gebruik van de grafische mogelijkheden van een rekenmachine of de computer kan deze beeld-
en begripsvorming ondersteunen, niet alleen voor eerste- en tweedegraadsfuncties, maar voor ook
enkele rationale en irrationale functies die aan bod komen in de leerplannen van de tweede graad.
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12) Jan Vermeylen:
Wetenschappelijke toepassingen in de les Wiskunde.

Bij elk wiskundig leerstofonderdeel horen toepassingen, vaak ook vanuit de fysica, chemie of
biologie.

Waar vroeger de leraar wiskunde deze wetenschappelijke toepassing van de leerstof enkel kon
“bespreken”, laat de moderne ICT moeiteloos toe om in zeer weinig tijd het wetenschappelijk
experiment in de les wiskunde effectief uit te voeren.

Leerlingen zien zo daadwerkelijk het nut en de bruikbaarheid van wiskunde. Ook zijn erg boeiende
vakoverschrijdende projecten mogelijk.

In deze workshop komen voorbeelden aan bod uit de eerste, tweede en derde graad.
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CAS in de Europese Scholen: “Work in Progress”:
Vijf jaar ervaring in de klas en met examens

Luc Blomme - Europese School Brussel 111

Abstract:

Met de hervorming van het wiskundeprogramma hebben de Europese Scholen
resoluut gekozen voor de introductie van CAS technologie in het wiskundeonderwijs in de
laatste 4 jaar van de middelbare school. Het programma bestaat voor elk wiskunde-niveau
en jaar uit een gedetailleerde lijst van mathematische competenties met en zonder
rekenmachine.

De introductie van dezelfde rekenmachine voor alle leerlingen zet de deur op een
kier voor een schat aan nieuwe pedagogische en didactische mogelijkheden bij het
introduceren, toepassen en verdiepen van wiskundige begrippen. De bedoeling is om meer
wiskunde te doen en minder repetitief rekenwerk.

Als gevolg hiervan is ook het Europees Baccalaureaat ( centraal eindexamen )
aangepast in een deel met en een deel zonder rekenmachine.

Deze hervorming is niet zonder slag of stoot verlopen: toepassen van de nieuwe
filosofie, training van de leraren, opstellen van examenvragen, harmonisering van testen
en correcties, reacties van collega’s, ouders en leerlingen, etc. vandaar “Work in Progress”.

1 Inleiding

1. Wie zijn wij ?

2. Wat gaan we doen ?

Deze lezing is niet gestoeld op gedegen pedagogisch verantwoord
wetenschappelijk onderzoek. Het gaat meer om ervaring en buikgevoel. Het is
een persoonlijke benadering vanuit de dagelijkse praktijk in de klas, met de
lerarentrainingen en een aantal eindexamens op de Europese Scholen. Deze
caleidoscoop van ervaringen en observaties willen we graag delen.

Er zijn in de EU maar weinig nationale systemen die resoluut gekozen hebben
voor de introductie van CAS in het wiskundeonderwijs op de middelbare school
en dat maakt onze situatie toch een beetje uniek.

3. Waar komen we vandaan?
De Europese Scholen
e De officiéle scholen van de Europese Unie ( sinds 1953 ).
e BOG: alle lidstaten van de EU zijn vertegenwoordigd door hun minister van
onderwijs.
0 Pedagogische beslissingen alleen met unanimiteit mogelijk.
0 OGES is verantwoordelijk voor de dagelijkse leiding.
e Opbouw van de school: 2 jaar kleuterschool, 5 jaar lagere school en 7 jaar
middelbare school; van de leeftijd van 4 tot 18 jaar.



nursery primary school

e Erzijn ongeveer 30000 leerlingen.

14 Type 1 European Schools

e Type | en geaccrediteerde scholen ( type Il en type Il
0 Dunshauglin (Ireland), Parma (Italy), Heraklion (Greece) ; Strasbourg
and Manosque (France), Helsinki (Finland), Den Haag (Nederland),
Bad Vilbel (Germany), Tallinn (Estonia), Culham (UK), Copenhagen
(Denmark), etc.
e Wat s er speciaal aan een Europese School ?
Voorbeeld: mijn school, de Europese School Brussel Ill.

European School Brussels Il

7 LANGUAGE SECTIONS
DE EL EN

— =l B>E

L1 L1 L1 11U

MAT MAT MAT MAT MAT
BIO BIO BIO BIO BIO
CHI CHI CHI CHI CHI
PHY PHY PHY PHY PHY
PHI PHI PHI PHI PHI

SUBJECTS TAUGHT IN L1/MOTHER TONGUE




2.

0 Een eerste reeks vakken worden uitsluitend in de moedertaal ( = de taal
van de sectie ) gegeven.

o Voor alle andere vakken worden de leerlingen ingedeeld in groepen met
leerlingen uit meerdere taalsecties.

o Alle talen worden onderwezen door “native speakers”.

o Vanaf klas 3 worden geschiedenis en aardrijkskunde onderwezen in de

werktaal (L2 = Engels, Frans of Duits ). Nadien volgen nog meer vakken.

European School Brussels |l

7 LANGUAGE SECTIONS

L3
L4

GYM

ECO
REL/MOR

HIS

GEO

L2 L2-DEA | L2-DEB | L2-ENA ' L2-ENB | L2-FRA | L2-FRB

SUBJECTS TAUGHT IN L2 / WORKING LANGUAGE ( or other languages )

Het vak Wiskunde op de Europese Scholen

=  Wiskunde is een verplicht vak voor alle leerlingen op de middelbare school,
tot en met het eindexamen, in tegenstelling tot sommige lidstaten van de EU.

European Schools and maths courses

nursery primary school

jonnnnn | o

4h ' 4h  3h  3h

WATHEMATICS ...
6h 6h 5h 5h

+3h +3h
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=  Wiskunde is een verplicht schriftelijk eindexamen - een van de vijf.
Europees Baccalaureaat

European Baccalaureate

ITTEN EXAMINATIONS

De wiskundehervorming

. Waarom een hervorming ?

Het diploma van de Europese Scholen is gelijkwaardig met dat van het nationale

onderwijssysteem en verleent — in principe — toegang tot elke Europese

universiteit. Veel docenten en ook academici en politici hadden kritiek op de

vorige syllabus, die 30 jaar onveranderd was gebleven, en op de eindexamens

wiskunde ( Europees Baccalaureaat ).

Zodoende werd een lang proces van hervorming van het wiskundeonderwijs op

de Europese Scholen ingezet.

= Om de ontwikkelingen in de lidstaten van de EU bij te houden.

= Om iets te doen aan repetitieve karakter en de voorspelbaarheid van de
examenvragen.

= Een aantal universiteiten hadden, naar aanleiding van het selectieproces voor
onze leerlingen, opmerkingen bij het principe van keuzevragen en de
gelijkwaardigheid van de examens en cijfers.

= Niet alle onderwerpen van het programma van de eindexamenklas kwamen
voor op het examen.

Basisprincipes van de hervorming

Elke verandering aan de syllabus van een vak moet unaniem door alle lidstaten

goedgekeurd worden.

= Uitgangspunt is een nieuwe filosofie: beter begrip van de wiskunde en minder
focus op puur technisch rekenwerk door gebruik te maken van CAS
technologie. Meer wiskunde, minder rekenen.

=  Kwantumsprong van niet-grafische rekenmachine naar CAS technologie.

1"



= De Dbasisrekenvaardigheden versterken door een gedeelte zonder
rekenmachine in te voeren.

= Meer gericht op vervolgstudie: Wisk-3 is niet langer Wisk-5-light maar
bereidt voor op studierichtingen met o.a. veel statistiek ( psychologie,
criminologie, etc. ).

= Keuze-onderwerpen behouden in Wisk-8 om in te kunnen spelen op speciale
eisen van universiteiten en nationale tradities. Voorbeeld: toelatingsexamen
burgerlijk ingenieur in Wallonié, vereist kennis van kegelsneden ( = een
keuzeonderwerp).

= De grote uitdaging was een Europees “compromis” te bereiken: proberen om

drie grote wiskundetradities te verzoenen.

the Math Reform

.......................

3. De nieuwe syllabus: mathematische competenties met en zonder technologisch
hulpmiddel

S7P3 syllabus abstract 1/2

STATISTICS (for guidance: 23 periods)

TOPC KNOWLEDGE & SXALS USE OF TECHNOLOGY
Precequisites for Ravnion of e concepts studed in years 1.5 hat were
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o Use D propertes of Ineasty of the mesn, hat i o Uhe BOX plots 15 represent ore Of more Sets of data
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Een voorbeeld uit de syllabus van Wisk-3: er wordt in detail aangegeven welke
competenties er van een leerling verwacht worden, duidelijk gescheiden in twee
categorieén: met en zonder technologisch hulpmiddel ( rekenmachine).

S7P3 syllabus abstract 2/2

KNOWLEDGE & SKILLS

a3 mark it on 3 scatter diagram

crganise In ascending order e data by the
independent varable ». then spit them by putting
e first hat in one group and the second in
ancther. Find the mean point of each of these
SUDST 303 CONNCE the Bwo points with 3 s¥raight
ine (called ine of Mayer) 10 create an estimate of
B Ined relatonshp Betuween the data

* understand the method of least squares when
cakeulatng the least square regresson lne .
regression of y on x)
* 0N 3 scamer dagram by using trial and error, find an .

WPeopriate regression model (INedr, oartenic o
exponential), taking care 1o identfy and elminate
LS WHEre NOCeISIry

examine The sultabilty of 3 Inear regression model
by calcuating and interpretng Pearsons’ product
correlation coefficient

appreciate that the Iine of Mayer and the Ine of
regression of y 0N x passes Tough The Mmedn point
of the data on a scatter dagram

Ve B regresson MOde!l 10 Make Merpolatons
extrapolations and forecasts

use all of the concepts and results given above 10
Pracacy appicatons

reeert

USE OF TECHNOLOGY

calouiate the mean pont and add 1 %0 The scatier
dagram

Show Qraphicaly the idea that the Inear regression
model will best 12 the data when the sum of the
a3t squares is minimised (y on x)

calcate Pearsons’ product-moment correlation
coefoent

frd e aquation of e ine of Mayer and the ine of
Near regression of y on x

draw e lne of Mayer and the ine of inear
regression of y on x

for given bivariate data which is either exponenta
of Ioarithenic apply 3 given (by ™e teacher)
change of variable and cbserve from the scatier
Sgram Tt 3 ENedr regression model would be
appropriate. From this conclude that the ongingl
data B8 eXpOnental O loganthmic

¢ d)

Ny =8 x+0 Iy

yranx+d
03 3 1nede, xp0nential of IOganthmic regression
equation for bivariate data by using the regression
1004

Hetzelfde basisprincipe is toegepast op alle syllabi voor alle jaren. Hieronder een

voorbeeld van Wisk-5.

S7P5 syllabus abstract 1/2

TOPIC KNOWLEDGE & SKILLS
Sequences I 23300 10 I CONCRPES Ml N I GO your pupds
(10 periods) must Do adle 10 andtr understand

he relation (a,u, ) (tme plot)
* CtAMING Whe M 3 SAQUINCE IS INCIasNg Of
Gecreasng

and sy !
Given 3 recurrence relaton ¢, Then et

find M a0 upper and ma lower bound of a
SOQUINCH
U iMaaduy,
apply e theorem of Converngenceldvenence
2N INCINAING SAQUANCH Dounded by M
CONVenges
2 Gecreasing sequence bounded by
m converges

m

v =l ) neN ahere

fx

sax+d

* OUSCVE T Dahaiour of 3 SOQUNCE Qraphicaly a8 .

Gaven T @ICE 1 teem then Wt o, = 7(n

v =le,) anodytesonol v, -,

USE OF TECHNOLOGY

- <

Pupes must be adle 10 andlor understand

AN 3 SAQUANCE DO @DACR aNd reCUmence
FN0N N 3N 200EC0NAN JCORCITON (IPreddsheet.
CAS, graph etc )

Qiven the expicit nth Serm or 3 recurrence relation
closate 3 partoulr term

Qiven the first Serms of 2 sequence find he expict
£EN 30m 30 O e FeCUmence laton whare
NI

FreesiQate he DERaVICUr Of 3 SAQUANCE Qraphucaly
25 e relation (n u, | (tme pict)

Ceate 2 wob Gagram of 3 Sequence of the form

@, =fle ), neN andfind fom D dagam
possibie imits

rvestigate the bedaviour of 3 sequence by
manpuiatn) the Nal lerm

A0 by solving the equationf (L) =L

Convergent seQuence

et lofa

* for P basic set of recurrence relations n e form
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4.

S7P5 syllabus abstract 2/2

Urfess Arfer specied, students maust be atke 10 2000y, WEROUE 3 Sechnoiogcal 1001, he Concepts refermed 10 In T S0C0oNd Cokmn Wnowiedoe and
Sy, Sor e Solowng basc hncions where A D Ce R Jel:

* pohynomals Ancoors P x)of Gegree <3
P

. ': whare P(x) and O x)are potynomial Anctions of degree 2
]

¢ seifirccfar sonec

* SelcoBduecL @ e buecy BN

o Celaxed) Ay %X gel-2-1012

. T O A L C (T e et

The Sechnologcal 100l n oG arafyss Can be used 10 Not oy Confirm what Ras Deen S3uded wENOUE 3 CHOUN Tt 350 % mInor, step by
S0, Tes DroCess 1Or 3 AUNCEON whch & NOL Imied 10 Onfy Tw DasC Ones. It My 350 D J00rOpnate J Smes 10 Use T 1001 10 Immedately ove 3

sohmon
TOMC KNOWLEDGE & SsLLS USE OF TECHNCLOGY
Study of Read 0 230N 10 e CONCOES Met 0 B &) yeir pupds
Fanctions of One | muat de able 10 anditr endenstand Pupis must be st 10 S understand
Real Vanatée
* Tw concept of an Inverse Aunction o Oraw e graph of 3 Anction
o Sy e AL ORIV I e exgoner sl o ChO0Be APONOpAINe UNis and 3 wINdOw 50 Tt T
Ancion of base ¢ SO N RCrsiCs of 3 raph Can e wewed
* eamwre e loeng arachesics kx o Te NG uded
DA ANChons Qreen 200w U T CNOIOCH 1001 10 Darirm, siep by Sp.
doman T G0N reeded L examneg Te
Fiersecion with Pe Cooranate aaws COICHNMACS edemed 1 N Pe second coumn
> s o ManguUne by Gratteng g MoV e graghs of
anyreactes NIOFE OGNS ) Pe eponental 1 be atke
o ONNVaTVe and Dow It tay vary COserve Tw easertll O JONSDCs
o gt ¥ 2 poet * use ShOers 10 Vs A Lavely of LnCors win
orery ane o mare par aTeters

De syllabus suggereert ook ( vrijblijvend ) het aantal lesuren per onderwerp.

Guidelines for teachers

Mathematics secondary school

ANALYSIS PROBABILITY  STAT

ANALYSIS PROBABILITY  STATISTICS

ANALYSIS

ANALYSIS

LIX. VECTOR SPACES

GEOM. INT. 0P, COMPL

L1} BASCCONCEPTS  DETSLILALG.

Tijdslijn
= De nieuwe syllabus wordt officieel ingevoerd in 2010, simultaan in klas 4 en

klas 6.
= Het eerste Baccalaureaat “nieuwe stijl” vindt plaats in juni 2012.
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4.

Pas twee jaar later, in juni 2014 is er het eerste eindexamen waarbij de
leerlingen de nieuwe syllabus volledig doorlopen hebben.

2010 2011 2012 2013 2014
PILOT PROJECTS

NEW SYLLABUS

START

v

Het technologisch hulpmiddel - CAS

1. Omschrijving

Vanaf klas 4 tot en met klas 7 van de middelbare school ( +7500 - 8000
leerlingen/jaar) gebruiken alle leerlingen en leraren een technologisch
hulpmiddel in het vak wiskunde, zoals voorgeschreven in de syllabus.
Om elke leerling dezelfde kansen te geven moet dit hulpmiddel:

0 Hetzelfde zijn voor iedereen.

0 Het enige toegelaten hulpmiddel zijn.

o0 Beschikken over een speciale test-modus (“Press-to-Test” mode).
Het gebruik wordt later uitgebreid naar andere vakken: natuurkunde,
scheikunde, biologie, aardrijkskunde en economie.
Het technologisch hulpmiddel moet beschikken over de nodige CAS
functionaliteit zoals omschreven in de syllabus.

2. Waarom de keuze voor TI-Nspire CAS CX ?

Het technologisch hulpmiddel zoals voorzien in de syllabus is niet gebonden
aan een bepaald merk of een platform ( rekenmachine, laptop, tablet, etc. ).

De “European Schools Experts Group” beslist elk jaar — na een grondige
analyse van de markt - welk technologisch hulpmiddel / software versie
vereist is voor het volgende schooljaar.

Sinds de officiéle start hebben we gewerkt met de TI-Nspire CAS.

Voor volgend schooljaar 2015-16 is beslist enkel nog de TI-Nspire CAS CX met
software versie 4.xx toe te laten.
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4.

In-service training voor de leraren

2.

1. Organisatie van de training

Sinds de invoering van de nieuwe syllabus wordt een jaarlijkse opleiding
voor de wiskundeleraren georganiseerd door de “experts group”. Twee
trainers gaan naar elke school voor een training van één dag.

Alle trainingen verlopen simultaan in het Frans en het Engels. Alle
trainingsmateriaal is in meerdere talen beschikbaar.

Training was niet enkel een conditio sine qua non om het project op de
rails te krijgen. Door de beperking van het contract van de leraren tot een
maximale duur van 9 jaar is er een groot verloop. Elk jaar verlaten een
groep ervaren, goed getrainde leraren het systeem en start een aantal
nieuwe leraren. De grote meerderheid is totaal onbekend met de TI-
Nspire CAS. Permanente vorming is een absolute noodzaak.

De basisvorming CAS wordt in elke school verzorgd door de wiskunde-
codrdinator.

Het gebruik van de technologie in de wiskundeles vereist een grote
investering qua tijd en energie van de docent.

Inhoud van de training

In de training komen vooral de volgende twee aspecten aan bod:

a.

b.

Het gebruik van de TI-Nspire CAS in de klas

Aan de hand van praktische voorbeelden en toepassingen. Sommige kant-
en-klare toepassingen worden enkel gedemonstreerd en andere worden
stap voor stap gebouwd en uitgewerkt.

Voorbeeld: in-service training 2014-15
de punten waarvan de codrdinaten voldoen aan een vergelijking van de
eerste graad in twee onbekenden liggen op een rechte lijn.

*Non enregistré — {Fm

Het Europees Baccalaureaat Wisk-3 en Wisk-5.
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In 2013-14 was het centrale thema, het opstellen en exact formuleren van
relevante examenvragen.
o Welke competentie(s) worden geévalueerd ?

Voldoet de vraag aan de nieuwe filosofie ?
Geen vragen die met Ja of Nee beantwoord kunnen worden.
Hoe weet de leerling wat er precies verwacht wordt ?
Hoe gedetailleerd moet de uitwerking zijn ?
Meer open vragen/ problem solving ?
Een vraag in het deel met rekenmachine vereist niet noodzakelijk
het gebruik ervan.
Het examen is een wiskunde examen, geen Tl examen.
Hoe vermijden we recycling van vragen ?

e Een bijkomend probleem is de exacte vertaling van de opgave in

vele Europese talen. Niet altijd vanzelfsprekend.
Het afgelopen jaar is er gewerkt rond het harmoniseren van de correctie
van de examens.

e Isenkel het antwoord voldoende ?

e Gaan er punten af, of worden er juist punten ‘verdiend’ ?

e Watis ‘voldoende’ (in ons systeemeen6)?
Bij de training van het afgelopen jaar is er ook uitgebreid gebruik gemaakt van Ti-
Navigator. Het aantal Europese Scholen dat deze technologie gebruikt neemt snel
toe.

Evaluatie: Examens / testen

Overzicht van de voorziene tijd en het aantal testen/examens per semester en
per klas, afhankelijk van het niveau van de cursus.

1. De vernieuwde evaluatie in het vak wiskunde

AssessmentinYear 4 toYear 7

Detail of the assessments

- |® 2*B-test without a tool

® 274 B-test with a tool

® 2 period without a tool

® 2 period (4p/week) or 2 periods (6p/week)
with a tool

® 2 period without a tool

exams |® 2 periods(3p/week)or 3 periods (sp/week)
with a tool

® 2 hour without a tool

® 2 hours (3p/week) or 3 hours (sp/week) witha
tool

® minimum 2 period without a tool (2
semester) or with a tool (27 semester)

“|* cralexam withor withowt atool (the
indication is given by the teacher separately
on each subject)
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2. Europees Baccalaureaat: eindexamen Wisk-3

S7P3 European Baccalaureate

“ Eur. Baccalaureate Math 3 new

PART A: no calculator

ANALYSIS
40p PROBABILITY

ANALYSIS STATISTICS

duration = 1 hour

-
2
a
§
o
©

questions

’
N

60p__ PART B: with Tinspire CAS
10p ANALYSIS

PROBABILITY 150 | ANALYSIS

12 = 8+4 compulsory questions

15p PROBABILITY

questions

ANALYSIS

A%

%‘, A" duration = 3 hours
~
4 compulsory

duration = 2 hours

2 compulsory
questions

PROBABILITY 20p STATISTICS

3. Europees Baccalaureaat: eindexamen Wisk-5

S7P5 European Baccalaureate

PART A: no calculator
ANALYSIS
GEOMETRY
PROBABILITY
COMPLEX NUMBERS
SEQUENCES

12p ANALYSIS
12p  DIFFERENTIAL EQ.

,
A
duration = 1 hour

7 compulsory
questions

13p GEOMETRY

®
c
2
-
8
3
o

70p

4 compulsory
=
2
-‘
®
5
3
3
2
7]

4 hours

13p = PROBABILITY

20p ANALYSIS

3 hours

25p

duration

20p GEOMETRY

questions

25p

2 choice
questions

20p PROBABILITY

4 or 5 compulsory

duration

25p

10p SEQ./ COMPLEX

e Voorbeeld met rekenmachine:
Een klassieke type-vraag, maak een volledig functieonderzoek is
vervangen door een reeks vragen i.v.m. een familie van functies.



EUROPEES BACCALAUREAAT 2012: WISKUNDE 5 PERIODEN

DEEL B
VRAAG B1 ANALYSE Blz. 1/5 | Punten
Gegeven is de familie van functies g , gedefinieerd door
g,(x)= e_\ , voor alle gehele getallen n>0.
1+¢
a) Schets de grafiek van g,. 2 punten
b) Toon aan dat g,(x) = g,(—x) voor alle reéle getallen x .
Geef de meetkundige betekenis van deze betrekking en schets de grafiek van 2 punten
g, in hetzelfde assenstelsel als de grafiek van g, .
¢) Toon aan dat de krommen y = g, (x) een gemeenschappelijk punt hebben en 2 punten
geef de codrdinaten van dat punt.
d) Onderzoek, voor n>2 _het verloop van de functie ¢ (x) als x — — o enals 3 punten
x — + o , en geef de vergelijking van de asymptoot.
€) Bereken, voor n =2, de afgeleide g, (x) en geefaan of g, stijgend of dalend 3 punten
1s.
f) In het punt met x = 0 heeft de grafick van g, een raaklijn die parallel is met
delijn 9x—4y-1=0.
Bereken n en geef een vergelijking van deze raaklijn. 3 punten
g) Bereken de oppervlakte van het vlakdeel ingesloten door de grafieken van g, 3 punten
en g; tussen de lijnen met vergelijkingen x=—-1 en x=1.
h) Voor de gehele getallenn > 0 is gegeven een rij 1, gedefinieerd door
0
I, = L g,(x)dx.
Bereken met de rekenmachine de kleinste waarde van n waarvoor T =011 2 punten

Voorbeeld: basiscompetenties ( zonder rekenmachine)
EUROPEES BACCALAUREAAT 2015: WISKUNDE 5 PERIODEN

DEEL A
Blz. 1/2 Punten
1) Bereken _[ Z-Ma’x . 4 punten
x
1
2) In een driedimensionale ruimte zijn gegeven
2 s il
debol §: (x-3)" +(y+1)"+2z" =§
enhetvlak 7: x—y+5z=1.
Toon aan dat 7z een raakvlak is van bol S. 4 punten
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3) In een bepaald land wordt 80 % van de mannen tenminste 70 jaar oud en 50%
van de mannen tenminste 80 jaar oud.

Bereken de kans dat een man die zojuist zijn 70ste verjaardag heeft gevierd 4 punten
tenminste 80 jaar oud zal worden.

4) Derij u is gegeven door u, =3-n+(-1)", met n>1 .

Is deze rij stijgend? 4 punten

4, Europees Baccalaureaat: Eindexamen Wiskunde Verdieping ( Wisk 8 )

e Verdieping Wiskunde ( Wisk 8 ) is een verplicht en een van de drie
mondelinge examens.

e De duur van het examen bedraagt 20 minuten evenals de voorbereidingstijd.

e De vragen worden door de leraar opgesteld.

e Het cijfer wordt bepaald door de leraar samen met de aanwezige externe
examinator.

e Voorbeeld: Mondeling Bac Wisk-8 / 2015 ( met rekenmachine ).

1.  GONIOMETRIE

a. Geef de definitie van Bgsin(x) en leg het verband uit met de sinus-functie.

Leg uit m b.v. de grafieken van de functies.

b. Gebruik een eigenschap van cyclometrische functies en los stap voor stap de volgende vergelijking opin & :

Bgtan x+ Bgcot x=Bgcosx+ Bgcos [ x\[?_v |

2. ALTERNERENDE REFKSEN

a. Formuleer de Stelling van Leibniz voor altermerende reeksen.

b. Welke van de volgende reeksen voldoet aan de voorwaarden van de stelling ?
n+l
. Z &

gn—l

- -
27
c. Alsje dereeks { waarop de stelling van toepassing is) afbreekt na de term met n = 4

bereken dan een bovengrens van de gemaakte fout.

5. Voorbereiden en opstellen van de examenvragen

e September-November: een aantal scholen krijgt de taak om een compleet
schriftelijk examen voor te bereiden, compleet met modeloplossingen,
zowel voor Wisk-3 als Wisk-5.
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e Het examen moet door de leraren vertaald worden in de drie werktalen:
Engels, Frans en Duits.

e December — Februari : keuze van de vragen door externe experts.

e Juni: Volledig 100 % geharmoniseerd centraal eindexamen = Europees
Baccalaureaat. Alle leerlingen krijgen op hetzelfde moment op alle
Europese Scholen dezelfde vragen, vertaald in alle talen van de EU.

Correctie van het examen

e En eerste correctie door de leraar en een tweede correctie door een externe
examinator.

e Het eindcijfer is het gemiddelde van deze twee cijfers.

e Er is een derde correctie indien het verschil meer dan 2 punten op 10
bedraagt.

Het eerste vernieuwde wiskunde BAC — 2012

e Probleem: het gemiddeld cijfer was 1.4 lager ( op een schaal van 10 ) dan het
gemiddelde van de 5 vorige jaren.

e Probleemanalyse:

o De invoering van de rekenmachine en de korte tijd om er mee te leren
omgaan ( 2 jaar ) worden als belangrijkste reden aangegeven om het
lagere gemiddelde cijfer te verklaren.

0 Maar er zijn zeker ook andere factoren die een rol gespeeld hebben.

= geen keuzevragen meer
= deel zonder rekenmachine
e Oplossing: + 1.4 /10 extra voor elke leerling in Wisk-5.

Didactisch : voorbeelden en ervaringen met CAS in de klas

Introduceren, onderzoeken, ontdekken en illustreren van (_nieuwe ) begrippen
De leefwereld van de leerlingen is sterk visueel georiénteerd. Bestaat er niet voor
zowat alles een Youtube filmpje? De kracht van CAS gebruiken om het
wiskundeonderwijs interessanter te maken en de leerlingen beter te motiveren.

e Goniometrie: de goniometrische cirkel en de goniometrische functies

< EE || *P1 - Cercle t..tan = {Dm

Y P (0.71,-0.71)angl=5 5 rad
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b ofl] x|

Omgekeerde functie:
I. Bgsin(x) en sin(x)

e

P2 - omgekee..tie —

b ofl] x|

£1(x)=sin"(x) ’ =sin()
| N 3
F10 4% 10

xX=sin (1- ]

-6.67 ;

ii. Exponentiéle en logaritmische functie (met slider voor grondtal).

*P2 - omgeke..tie —

b ofl] x|

=6.67 1
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Rijen:

i. Limietvan een rij - definitie

? ]
r

27 .
w0

no

Sandwich Theorem)

ii. Insluitstelling (

n2+500- cos(n) )

ul(n)ln( B (n+2)

+ 'No *

e Taylor- en Mac-Laurinreeksen

£2(s)-taytof10)n.0) |

f

;‘f £1(x)=cos(x)

/
/
/

/

10.45

NP/
U.Uo=x
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Middelwaardestelling van Lagrange

1.2 |‘ » P4 - lagrange =

{iEs

Minimum en Maximum problemen
Bepaal de codrdinaten van het punt P op de X-as, zodat de oppervlakte van
de driehoek ADE maximaal is waarbij P ligt tussen A en B.

6.4

En dan doet een leerling het volgende:

A solve [f? (x) =f2(x),x]

1t} 72| e 7997 )l=0,xl|-1.?99?4‘£x and x<5.62084
2 !

d

|dx

P

solve

x=-1.79974 or x=5.62084

x=1.17158 orx=4.0611 or x=4 64484

Dit levert meteen een aantal interessante vragen op:

a.

b
C.
d

Hoe interpreteer je de resultaten gegeven door de rekenmachine ?

. Wat als je geen grafische voorstelling gemaakt hebt ?

Is de redenering correct ?
Je zou kunnen zeggen dat deze leerling het probleem begrepen heeft en het kan

oplossen. Klopt dat ?
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e. Is het compleet ? Is dit voldoende als probleemoplossing, als mathematische
redenering ?

f. Is één enkele goed doordachte CAS-opdracht voldoende als mathematische
oplossing van een probleem ?

g. In hoeverre mogen leerlingen gebruik maken van “Tl-language” bij het noteren
van een mathematische oplossing ?

h. Een probleem kan m.b.v. CAS vaak op meerdere manieren opgelost worden. In
dit geval zou het ook puur grafisch kunnen ( zie voorbeeld ). Hoe de vraag goed
en duidelijk formuleren ?

Tijdens trainingssessies voor collega’s wordt uitgebreid aandacht besteed aan dit
soort vragen. Het is verre van vanzelfsprekend om alle neuzen in dezelfde richting te
krijgen. Opleiding en nationale tradities spelen een belangrijke rol. Ook hier "Work in
Progress”.

2. Oefenen met CAS

Eerst de eigenschappen ontdekken, daarna toepassen en inoefenen.

ofl] <

e Richtingscoéfficiént van een lijn

~ (4
yeoord =1, ]I
|
|
I

< > xcoord =3. ]

< | 2 |a|=3 1
|

> |b =3 coordinates of P {3.,1.)

-ax+by=-2. -

e
b
]
H
NS R R

.
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o Afgeleide functie / Afleidbaarheid
*Atgeleide fu..nen — ol <

dag

3. Simulaties
e Som van de ogen van 2 dobbelstenen

MA3T1-182 - _te) — o]l < |

10 000e o 5 o 333335
3 5 7 9 N 2 4 6 8 10
s2dice10 s2dice20
STy 1AM IT]L)
3 5 7 9 N 2 4 6 8 10
s2dice50 s2dice100
e Som van de ogen van 2 dobbelstenen en de normale verdeling
e e ———— e

Frequentie

123 4567 8 910111213
dice500




4. Problem solving

Probleem: bepaal een vergelijking van alle raaklijnen aan een gegeven functie die
door de oorsprong gaan evenals de raakpunten.
e Met een tweedegraadsfunctie

D= (b*n)2*4- a-c=0.03

— find the x—coordinate of the points of intersection

p(x):l(x: > 0.5-x2+3.-x+2.:x

solve(p(x):l(x),xj > x="2.

— abscisses of the contact points

“b+n ,
|n:*(2' a‘c—b > 2.
a

—ordinates of the contact points

n- x\n:*(Z- \/;*b) and x= 7\/;
a

and

v
)

:_“\

n: xjn=2-/a*c¢+b and x= > 10.

a

e Met een sinusfunctie
De vorige methode met twee samenvallende snijpunten is hier uiteraard

niet bruikbaar.
Het probleem kan echter vrij eenvoudig herleid worden tot een “fixed-

point problem”.
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Problem 2 — tangent line to y=sin(x) through the origin

f(x)::sin(x)

tangent line in x=a to sin(x)

y::tangentLine( x),x,a) C cos(a)-x—a-cos(a)+sin(a)

tangent in x=a goes through the origin (0,0)
condition1:=y=0|x=0 > sin(a)—a' cos(a):0

-a- cos(a):*sin(a)

a:tan(a)&

to find a we need to solve the‘ equation tan(a):a

Helaas convergeert de methode (in deze vorm ) niet...

ﬁ\

5.87

(-4.49,4.49) ! /

ol
|

Na omzetting naar een Bgtan(x) vinden we wel alle oplossingen.

‘ 17.98 v
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3.79 y

f‘S(x)=sin(x)

/

_(77370.992) o

-3.79

5. Meerdere applicaties

Een niet te onderschatten eerste stap is het zorgvuldig uitleggen van het
verschil tussen een TNS bestand, een opgave, een pagina en een variabele.
Dat verklaart het gedrag van de variabelen en hoe de interactiviteit van de
applicaties werkt.

De kracht van de CAS rekenmachine of software laat zich pas ten volle zien
bij het integreren van de verschillende applicaties. Zie voorbeelden
hierboven: de applicatie Notities en Grafieken of Spreadsheet en grafieken,
etc.

Een klassiek functie-onderzoek kan één keer in de applicatie notities
gemaakt worden en daarna volstaat het om het functievoorschrift te
wijzigen en klaar is kees.

De applicatie Notities is bijzonder handig bij het ontwikkelen van
oefenmateriaal en het bedenken van examenvragen.

Numerieke methodes: spreadsheet en/of zelf een programma schrijven.
Dit onderwerp maakt deel uit van de wisk-8 syllabus. De TI-Nspire CAS CX
leent zich ook uitstekend tot het zelf programmeren van numerieke
algoritmes.

The sky is the limit...

7. Valkuilen en pijnpunten bij het gebruik van CAS in de Europese Scholen

1. Press-to-Test

Is een essentieel eigenschap van de gekozen rekenmachine om gelijk
omstandigheden voor alle leerlingen te garanderen.

Ook dit aspect moet voldoende geoefend worden in klas, bijvoorbeeld bij
kleine testen.

In de Europese Scholen is er een voorgeschreven procedure voor het
gebruik van de TI-Nspire CAS bij examens:

1. Controle van de rekenmachines bij het binnenkomen van het
examenlokaal: rekenmachine moet aan staan en in de normale
modus.

2. Leerlingen activeren de Press-to-Test modus.

3. Controle of alle machines effectief in die modus staan.

Elke school beschikt over een flink aantal reserve machines.

2. Perceptie van ouders en leerlingen: als er een probleem is met het examen,
dan is het altijd de schuld van de rekenmachine.
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3. De kwaliteit van de examenvragen en de exacte formulering van de opgave

B3 -5 points S7P5 — BAC 2013 — B1 ¢}

DE - Gegeben ist die Funktion f durch f(x) —6ye 2.

Das Quadrat ABCD liegt im ersten Quadrant.

Dabei liegen die Ecken A und B auf der x-Achse und jede der Ecken C und D liegt auf dem ¥y
Schaubild oder unterhalb des Schaubilds von f.

Untersuchen Sie mit Hilfe hres Rechners, ob ein solches Quadrat mit der Seitenlange 3

existiert.

EN — Consider the function f(x) defined by f(x)= 6xe 2.

A square ABCD is in the first quadrant

The vertices A and B are on the x axis and each of the vertices C and D are found on or below
the graph of f.

Use the calculator to determine if a square of side length 3 exists.

A B X
Welk cijfer geef je een leerling die antwoordt: ja, hij bestaat ?

4. De afhankelijkheid van één bedrijf

e Dat alle leerlingen dezelfde rekenmachine met dezelfde softwareversie
hebben is een conditio sine qua non voor een beheersbaar gebruik van
CAS in de klas.

e Een keer een bepaald merk ingeburgerd is, is veranderen niet zo
eenvoudig.

e Sommige ouders vinden de rekenmachine te duur.

e Inclusief de periode van het pilootproject hebben we drie verschillende
versies van de rekenmachine gebruikt. Gelukkig is het nu stabieler.

o Alle software bevat bugs, ook die van TI. Daar moeten we leren mee leven.
Het wordt wel heel vervelend als dit consequenties heeft voor het
eindexamen, zoals dit jaar.

Europees Baccalaureaat Wisk-3 - 2015

A 22h00, la température d’une piece est de 20°C. A cette heure, on éteint le
chauffage dans la piéce.

La température f'(¢) de la piéce aprés 22h00 est donnée par
F(6y=9"" +11

ol ¢ est le nombre d’heures aprés 22h00 et f(¢) est exprimée en °C.

a) Calculer la température & minuit et 4 7h00 le lendemain matin.
b) Déterminer f'(t) et démontrer que f est une fonction décroissante

c) Déterminer ['(2).

Que nous réveéle ce résultat a propos de la température de la piéce ?

d) A quelle heure de la matinée la température tombera-t-elle sous 15°C ?
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>

OK
solve(9~ e 0-12° [+11<15,t)

, 1.12818€735- ((17.8143)170.00878- (15.7998)!
~0.086207- (14.0132)7-0.540754- (12.4286)"
~2.43339- (11.0232)7-8.36202- (9.77668)!
~22.8055- (8.67114)7-50.646- (7.69061)’
~93.2346- (6.82096)1-144.09- (6.04965)!
-188.627- (5.36556)1-210.451- (4.75882)!
~200.885- (4.2207)7-164.361- (3.74342)"

solJe(9- e 0-12- f+11:15,z) > =6.75775 I

v

5. Voorbeelden, toepassingen en oefeningen

e In veel talen zijn er geen goede handboeken en wiskundemethodes
voorhanden voor het gebruik van CAS in het wiskundeonderwijs.

e Veel materiaal moet je zelf ontwikkelen of vertalen.

e Eris heel veel beschikbaar online, maar het kaf van het koren scheiden is
monnikenwerk.

6. Vorming

e Permanente vorming van de leraren is een noodzaak. De 9-jaarsregel in de
Europese Scholen maakt dat nog een stuk lastiger.

e Leerlingen moeten voldoende vertrouwd zijn met het technologisch
hulpmiddel. Dat kan enkel bij regelmatig gebruik in de klas. Er is ook hier
sprake van grote diversiteit.

7. De ‘lelijke’ getallen

Het kan niet de bedoeling van het gebruik van CAS zijn om te pas en te onpas

gebruik te maken van grote irrationale getallen of getallen met heel veel

cijffers na de komma. Evenzeer moet het gebruik van reéle data ( ‘lelijke
getallen’, zoals een van mijn leerlingen ze omschreef ) ons niet afschrikken.
8. Aansluiting bij het vervolgonderwijs

Niet vanzelfsprekend. Lang niet alle universiteiten in alle landen van de EU

omarmen CAS.

Voorbeeld: Heeft het nog zin om de omzetting van een willekeurige normale

verdeling naar een standaard normale te behandelen ? CAS weet er wel raad

mee. Maar veel universiteiten houden het bij de tabellen en de klassieke
benadering.
9. De unieke modeloplossing

Het gebruik van CAS veronderstelt een andere opstelling van de docent t.o.v.

de toepassing ervan door de leerling. Het idee van de enig mogelijke, klassieke

oplossingsmethode moet verlaten worden. Heel vaak zijn er door de
beschikbare rekenkracht en applicaties, meerdere en heel verschillende
oplossingsmethodes voorhanden.

Voorbeeld: Ruimtemeetkunde — de afstand van een punt tot een lijn berekenen.
e Je gebruikt gewoon de formule.

e Of viade loodrechte projectie van het punt op de lijn.
e Of je zoekt het minimum van de afstandsfunctie tussen het gegeven
punt en een willekeurig punt op de lijn. Etc.
10. CAS is een hulpmiddel, geen doel op zich.
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8. “Meer wiskunde, minder rekenwerk” — halen we de doelstelling ?

e Detijd (en wetenschappelijk onderzoek ?) zal het uitwijzen.
e Leerlingen moeten weer zelfstandig, zonder rekenmachine leren rekenen:
werken met breuken, machten, etc. en dat is een goede zaak. Dat het lastig is
bewijzen de relatief lage gemiddelde cijfers bij het gedeelte van het eindexamen

zonder rekenmachine.

e Het omschakelen van een heel klassieke syllabus waar zelfs het gebruik van een
grafische rekenmachine verboden was, naar een syllabus waar CAS een essentiéle
hoeksteen vormt, is een boeiend en verrijkend proces.

e Er zijn al veel stappen in de goede richting gezet maar het blijft “Work in

Progress”.

Tenslotte...

Het plaatje hiernaast tref je tijdens examenperiodes
vaak aan op social network sites. Zelf heb ik de
ambitie — en dat hou ik ook mijn studenten voor —
om het anders te doen.

WHAT | HOPE TO DO WITH CAS

T GOAL /

THINGS
I KNOW EXAM
DATE
b
4

TIME

WHAT TEACHERS THINK

/]

N\

GOAL

THINGS
I KNOW EXAM
DATE
N
TIME £
WHAT | THINK
N
GOAL
THINGS
1 KNOW EXAM
DATE
N
TIME 4
WHAT ACTUALLY HAPPENS
A
GOAL
THINGS
I KNOW EXAM
DATE
>

TIME
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Functies introduceren met CAS

in wiskundelessen in de tweede graad

L. Blomme, A. Jaeckel, L. Wood, M. Decamp

Activity 1: Link the points whose coordinates lie on a straight line given its equation

Learning objectives: lines, gradient, equations, plotting sine functions using scatter plots

Open a “Graphs” window.

Plot the coordinate (3 ; 1): “[meny8: Geometry — 1:

Points and lines — 1: Point — [(J(3](enter] (1] [enter] ”.

To display the coordinates move the cursor over the

point then “(ar)men)7: Coordinates and Equations”.

*Mon enregistré — ﬂ]m

¥

Insert a text box: “meny) 1: Actions — 7: Text”.

Click a location on the page and write “2x —3y”.

Set the calculator to interpret the text as an algebraic

expression that can be calculated given the xand y

values: “mend) 1: Actions — 9: Calculate”.

Move the cursor over the text “2x-3y” and click. Use the
coordinate (3,1) to specify the x and y values of the

expression. Place the result (3) next to the text.

Show the students that when the original point is moved,

the value of the calculation changes.

Move the coordinate back to (3,1).

Sélectionnerx ? {ou appuyez surVAR)

oL
et X

1
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*Non enregistré —

Now we are going to keep the value of the expression
fixed at 3. -3y 3

_
«[&] . (3,1) N
)
].’
a3

1

Place the cursor over the value 3 then “[etri](meny2:

(212) L objet estverrouillé

Attributes” and select object is locked.

Move the point and observe what happens.
=3y 3
Then place a trace on the point: “[cn](meny)9: Geometry 1 /' .
e
trace” (click to select the point). ‘/ N
4_-5.09,-4.;[59)
| . =f
Possible extensions 2y 3 ’

Draw a line by selecting two points of the line: “[men8: 1

i

Geometry — 1: Points and lines — 4: Lines”. {_5_28_;____4:-;;}

To obtain its equation, move the cursor over the line and 2-3p 3

“menu)7: Coordinates and equations”. 1

y=0.67x-1
Show that the two equations are equivalent.

528,452 -égexte tab)

Another example: x* + y* = 25. ! ;
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Activity 2: Game “Place the points in the correct position”

Open the tns file “W2 - Line traffic lights”.

This activity allows the student to find coordinates which satisfy the line equation ax + by = ¢
where a ,b and c are integers. Feedback is given to the student for each coordinate chosen using a
traffic light method: a green light for correct, amber for close and red for too distant. The values of

a ,b and c can be changed and the game can be repeated.

Possible extension: (x—a)* + (y — b)* = c.

Activity 3: Gradient of a line

Open a graphics window

Place a Point P and a line passing through P: “[meny8: P

Geometry — 1: Points and lines — 1: Point” then: !

“[men) 8: Geometry — 1: Points and lines — 4: line”. \

Observe how to move the line.

Put two points A and B on the line and obtain their

coordinates: “men)8: Geometry — 1: Points and lines — » g
. . ] A(-53,21 Y
2: Point on”. It is wise to label the points as you go. 1
X
...... \ —
To obtain the coordinates, move the cursor over the
Nl 8,-44)
point then “(an](meny) 7: Coordinates and equations”.

We are now going to calculate the difference in the y
coordinate of the two points A and B, then the difference
in the x coordinated and then the quotient of the two

differences.

Insert text boxes: “[meny)1: Actions — 7: Text”. Use the

” “"

three different text boxes “yb —ya”, “xb —xa” et

llﬂ/’
dx *
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Display the results of each calculation by “Calculate”: o) Y ybya 65
P xb-xa 71
“[men) 1: Actions — 9: Calculate”. a(s2.21) & oo
1 dx
X
N — ‘
Using the pointer, show le calculation then the \ N
difference variables required one by one. Nl 8,-4.4)

Change the points A, B, P or the line and notice what ¥ owbya 101
xb-xa 7.96
happens. D g1
1 dx
............... ‘x
You can also find the equation of the line or the gradient !
i k
of the line. BT at)

| peAfeTE 5 41)

Activity 4: Data capture and test using the TI-Navigator

Open the tns file “W4 — Experience auto test student” and answer the questions.

S \m P WITS - Exp.éve > {IE3 12 [ 21 RN SN
0.900 Position \in
& 9
®5.00 s bt
run3d - é
H0.162m o
Q a
runs > I
=m0 575 m 0.100 : ( )
@ h % 0 Temps (s) 5.00 0.2 oy

Les guestions suivantes portent sur l'expérience The following questions are based on the data

faite avec les deux voitures (cf. la page 1.2). captured for the two cars (use diagram 1.2).

1. Trace une droite épousant au mieux le nuage de 1. Draw a line of best fit on each scatterplot for
points et ce pour chagque voiture, each car.

2. Recherche la pente des deux droites. 2. Find the gradients of each line.

3. Recherche l'€quation des deux droites. 3. Find the equations of each line.

4. Recherche les coordonnées des points 4. Find the coordinates of the points of intersection
d'intersection avec l'axe O et du point with the vy axis and the point of intersection of the
d'intersection des deux droites. two lines.
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' 2.3 ‘ > MWITS - Exp..éve < {I]ﬂ

FR - Quelle est |la pente de la droite
représentant la position de la voiture 1 ?
EN - What is the gradient of the line
representing the position of car 1?

' 24 ‘ > MNI1TS - Exp..éve — ﬂ]ﬂ

FR - Quelle est la pente de la droite
représentant la position de la voiture 2 ?
EN - What is the gradient of the line
representing the position of car 27

¢ 25 ‘ > *WI1TS - Exp..éve — {I]ﬂ

proche de la vétre.

EN - What is the equation of the line representing the
position of car 1?7 Choose the closest answer from the
list below.

O|y=-0.14x+0.86 |
O|y=14x+0.88

FR - Quelle estl'équation de la droite représentant la
position de la voiture 1? Choisir la réponse la plus l
=

' 26 ‘ > MNI1TS - Exp..éve — ﬂ]ﬂ

FR - Quelle est l'équation de la droite représentant la
position de la voiture 2 ? Choisir la réponse la plus
proche de la votre.

EN - What is the equation of the line representing the
position of car2? Choose the closest answer from the
list below.

O|y=x+2 ‘

O|y=x—6

O|y=-0.9x

O|y=0.09x+0.2 |

{ 2.7 ‘ > MWITS - Exp..éve <

FR - Les deux voitures ont—elles la méme
vitesse ?

EN - Are the two cars travelling at the same
speed?

O|oui/Yes

' 2.8 ‘ > ®WNI1TS - Exp..éve <=

FR - Quelle est l'ordonnée du point
d'intersection des deux droites ?

EN - What is the y coordinate of the point of
intersection of the two lines?

O|Non/No

¢ ‘ > MWITS - Exp..éve < {I]ﬂ

EN - Which point gives the position of car 1 atthe
start ofthejourney?l

T Position m)

Cecar

FR - A l'aide de quel point peut-on trouver la position
de la voiture 1 au démarrage du chrono ? !
=

2_10 > ®A1TS - Exp..éve < ﬂ]ﬂ

FR - Quelle est la vitesse en m/s de la voiture
1?
EN - What is the speed in m/s of car 1?
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*WITS - Exp..éve <= Lol <]

FR - Quelle est la vitesse en m/s de la voiture FR — A quel moment les deux voitures
27 sont-elles a la méme distance du capteur ?
EN - What is the speed in m/s of car 27 EN — At what time are both cars at the same

distance of the sensor?|

m
o)
3

m
@
3

Activity 5: Angry birds and second degree regression

To insert an image on the graphics background
chose an image in the menu and then you can

insert an image file.

For this activity you can also open the Open the
tns file “W5 — Angry birds”. This graphic is the
background from the game angry bird which
shows the trajectory of a bird thrown from a

catapult to hit a pig target. This activity will

study the trajectory of the bird missile which is

a parabola.

Learning activities — questions to consider

e What height is the angry bird catapulted from?
e What is the maximum height attained by the bird?

e What is the range of the bird missile?

Part 1

In order to investigate this problem we need to set the origin of the coordinate axes to an
appropriate reference point in the graphic, i.e. the base of the catapult. Move the cursor arrow
over the origin, type («]E% and a hand will appear which allows you to move the axes to the base

of the catapult.

Enter the function f1(x) = x2. Move the cursor to the minimum point of the graph and the cursor
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will become a cross. Grab the graph ([«]f%)) and translate it so that it at the maximum point of

the trajectory of the angry bird. Move the cursor to the sloping sides of the parabola and the

cursor will become a diagonal cross. Grab the graph again and this will stretch the graph so that it

fits over the trajectory. The equation of the transformed parabola will be displayed on the screen

and can be used to answer the questions posed at the start of the activity.

F1(x)=-0.18 (x-6.18)2

+8.76

Part 2

Create a new graphics page with the angry bird
graphic background. Move the origin of the

axes as before. Place three well-spaced points

on the trajectory curve: (meny8: Geometry — 1:

Points and lines — 1: Points. Obtain the

coordinates of the three points and write them
on the graphics screen: [men1: Actions — 8:

Coordinates and equations.

< [nea6.98)

" (ase,8.74)

*(11.3,448)
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For each x and y coordinate of each of the

three points move the cursor over the text,
press “[esnit)[menu) 5: Store” and define a variable
for each number. Use (al,a02), (b1,b2) and

(c1,c2) as the variables for the three

coordinates.

- i EEEER)

" [a1.2,448)

Create a spreadsheet page and enter the coordinates onto the spreadsheet. Put the x coordinates

in column A and the y coordinates in column B. Name the two columns xvalue and yvalue.

There will be a conflict detected about the variable names, select Variable Reference.

xvalue .wa\ue || B E E | | = =

1.93595 5.35792 |
6.50389 8.73574
11.1936  4.42611

Cci 4|»

a1l Cellor

A
Variable ?
Variable Reference I
EL Cancel

Al | =az

Use the coordinates in the spreadsheet to calculate a quadratic regression line using the

command sequence: [men4: Statistics — 1: Stats calculations - 5: Quadratic Regression as

shown in the graphic below.

‘Quadratic Re gression

X List [ wvalue

IS
]

¥ List | yvalue

Save RegEqn to: [ ﬂl

Frequency List | 1

Category List: |

| |

<l

Include Categories: [

OK| | Cancel

L

xvalle .wa\ue || B

] ] 5 ] 2

=QuadRec

1.93595 5.35792 Title Quadrati...
6.59389 873574 RegEgn @*x*2+b*..
11,1936/ 4.42611 a -0.179539

2.25662

1.66211

g

{-4.6614.,

c8

Bl ]
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Part 3

An alternative strategy is to
use the three coordinates
points to set up a system of
three simultaneous equations
to obtain the quadratic
equation for the trajectory in
the form y=ax* + bx + c. To
do this open a calculator page
and follow the instructions in

the graphic below.

eli=y=a 2+b xt+clx=aland y=a2

5,35792=3.74792" q+1.93595 b+

e2i=y=a: b x+clx=b1and y=b2

8.73574=43.4793 q+6.59389" b+

e3i=y=a X24b x+clx=cand y=c2

4.42611=125.297 a+11.1936" b+

el

5.35792=3.74792 a+1.93595" b+

e2

§.73574=43 4793 q+6.59389" b+

e3

4.42611=125.297 a+11.1936" b+

solva(ei‘ and e2 and e3,q, b,c)

a=-0.179539 and b=2.25662 and c=1.662*

2

f4(x):=-0.179539 x%+2.25662 x+1.6621

Done

8/99

Activity 6: Scattergraphs, sine, cosine and tangent functions

Open the tns file “W6 — Trigonometry”.

yc).

xc and its y coordinate in yc.

In the graphics window we represent a trigonometric
circle, an angle measured in radians taking values from

0 to 2 and a point P on the circle with coordinates (xc ;

The coordinates of P are stored as variables in the

calculator: the x coordinate of P is stored in the variable

bell] <

vop (F?%‘fﬁtﬁg) angl=2 5 rad

*W1T4 - Cerc..sin <=

Observe the coordinates of P for different values of

angle as you move the point P.

Then replace the point in the first quadrant.

il <

*W1T4 - Cerc..sin <

We are also going to obtain two scattergraphs : Nuage : (ang/,xc) and Nuage2 : (angl,yc).

In a spreadsheet we are going to capture the coordinates of P for different values of the angle.
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Open a “Lists & Spreadsheet” page.

Place the cursor in the second row of the first column,

then: “(an](menu)8: Data capture — 1: Automatic”.

I_"-" 12 H‘_]:-Cnuper
2:Copier
®n 3:Coller El
= 4V ariables 0
1 >:Symboles...
6:Modéles mathématiques...
2 7:Générer la suite
ALlomatigue —
2:Manuelle upprimer les données
4 A:Redimensionner g
= B:Résumé graphique —
C:Graphe rapide
4 D:Couleur T

Choose angl (in [var]).

Do the same in the 2"¥ and 3rd columns with xc and yc

respectively.

= ure('ang]l

2
3
4
5

4 | =capmre|['ang]l 1)

d11]12 13 *W1T4 - Cerc..sin <

®|* aa B co C si > '
Give a name to each column (for example: aa, co et si). = | capture(j =capture(j=capture

11 0.002487 | 0,999997 | 0.002487
Careful: the names of pre-defined commands in the : A

3
calculator are not allowed. 4

-

C|si :(‘ﬂpm‘?'{(y(, l) ‘ 4 l b

k 1: Actions

03 2: View \

D 22 3 d
£3: Graph Entry/Edit kY. 1: Function
. 13 4: Window/Zoom k| 2: Equation  »

Return to the graph page: “[men3: Graph Entry/Edit — [T,5: Trace b |/ 3: Parametric

\t'6: Analyse Graph  I|% 4: Polar

&Y 7: Table A5 5; Scatter Plot [~ ¥

. 7 S|

5: Scatter plot”. 4 8: Geometry R %6; Sequence  »

17l 9: Settings... 127: Diff Eq

Choose for x the variable aa and for y the variable co

then [enter].

For the second scatter graph, [«](G], choose for x the

variable aa and for y the variable si then [enter].

Then make the angle change.
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“W1T4 - Cerc..sin <

ofl] x|

rad

Activity 7: Sliders and transformation of graphs

Open the tns file “W7 - Transformation of graphs game” and follow the instructions.

1.1

1.3

kflx) < x-1.
flx +p) - p=0.

: ff,x:* +q > q=0.

a2

v =k {:x+p:}2+q

Y
Termine
r eseﬁ * Done
: v

2/99

lﬂztx*-- 2

*ransformati..ame <

ofl] <
kflxl <d> k=1

NFlx+p) A p-o.
w o el + g <A q=0

.......

[x+ 2 +q

r1)2 44

I~

Terminé

7 eseﬂ i Done
jid

2/99
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Giscorrectie versus standard setting
kansrekening voor iedereen

Philip Bogaert

1. Giscorrectie

1.1. Probleemstelling
Het examen van professor Epsilon bestaat uit 20 meerkeuzevragen met
telkens vier antwoordmogelijkheden A, B, C en D waarbij slechts telkens één
van de vier antwoorden juist is.

Bij een juist antwoord krijg je €én punt. Bij een fout antwoord krijg je
minpunten, de giscorrectie. Bij blanco krijg je niets, ook geen minpunten.

Je bent geslaagd bij een score van 10 op 20 (of meer).

Als je het antwoord op een vraag niet kent, en je wilt gokken:
(a) Wat is de kans dat je juist gokt?
(b) Wat is de kans dat je fout gokt?

(c) Bereken de giscorrectie als je er van uit gaat dat het puntensysteem een
“eerlijk” systeem is.

Via de formule van Laplace vinden we:

P (juiste gok) :% P (foute gok) =

nlw

Heb je een vraag juist, dan krijg je 1 punt. Laat je een vraag blanco, krijg je O
punten. Heb je een vraag fout beantwoord, krijg je een minscore. Deze
minscore (giscorrectie) berekent men bij een “eerlijk” systeem als volgt:

(kans op juist) . 1 + (kans op fout) . (giscorrectie) =0

<:>£.1+§x:0
4 4
1
S X=—=
3

m.a.w. de giscorrectie bij een fout antwoord op het examen van professor

Epsilon bedraagt —% :



1.2.

Situatie Lucas

Lucas heeft wegens tijJdsgebrek het examen niet gestudeerd. Hij kent niets
van het examen en doet enkel “pro forma” mee. Hij besluit om willekeurig bij
elke vraag iets aan te kruisen.

(a) Binnen welk interval ligt de score van Lucas?

Veronderstel dat Lucas 20 maal fout gokt :
20.[—1) _ 20 —6,67
3 3

Veronderstel dat Lucas 20 maal juist gokt :

20.1=20

(b) Welke score mag hij gemiddeld verwachten?
Als we het gokken beschouwen als een binomiale verdeling bestaande
uit n = 20 goksessies waarbij de kans op succes p = %. Dan is de
verwachtingswaarde voor het aantal successen (= correcte
antwoorden) gelijk aan np = 20.v4 = 5. Het aantal foute antwoorden is
dan gelijk aan 20 — 5 = 15.

(Statistisch) verwachte score :
5.1+15. [—1) =0
3

dit was te verwachten want het is een “eerlijk” systeem.

(c) Hoeveel vragen moet Lucas minstens juist gokken om te slagen?

Stel x het aantal juist beantwoorde vragen,
danis 20 - x het aantal foutief beantwoorde vragen.

x.1+ (20— x)(—%) >10

< 3x=20+x>30

@XZ%le,S

Lucas is geslaagd als hij 13 of meer vragen juist beantwoordt.
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(d) Wat is de kans dat Lucas slaagt?

binomcdf
1 trials:20
X—~B(n:204y:—j p:ls4
4 X value:12
Paste

P(X >13)=0,000184 = 0,0184%

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

1-binomcdf(20,1/4,12)
1.837040579E -4

1.3. Situatie Viktor
Viktor heeft de cursus van professor Epsilon bestudeerd, maar blijkbaar niet
grondig genoeg.
Bij 8 van de 20 vragen is hij zeker dat hij het juiste antwoord kent,
bij 5 van de 20 vragen twijfelt hij tussen twee antwoorden,
bij 4 van de 20 vragen twijfelt hij tussen drie antwoorden,
de overige 3 vragen zeggen hem niets, daar lijkt hem elk antwoord even
waarschijnlijk.
Viktor weet dat 8 op 20 niet voldoende is. Hij moet dus gokken.
(a) Binnen welk interval ligt de score van Viktor als hij alleen gokt bij de 5
vragen waarbij hij twijfelt tussen twee antwoorden?

Minimale score : 8.1+ 7.0+5.(—%) =6,33

Maximale score : 13.1+7.0=13

(b) Welke score mag hij gemiddeld verwachten?

De “te verwachten score” bij een gokvraag :

1. 1( 1) 1
el Bl )
2 2( 3) 3

Verwachte totaalscore :

81+ZO+5%:9ﬁ7
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(c) Hoeveel van de 5 vragen moet Viktor juist gokken, wil hij slagen?

Stel x het aantal juist beantwoorde vragen,
dan is 5-x het aantal foutief beantwoorde vragen.

(8+x).1+7.0+(5—x)(—%)210

< 24+3x-5+x>30

<:>x21741:2,75

Viktor is geslaagd als hij 3 of meer vragen juist gokt.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

(d) Wat zijn zijn slaagkansen? binomcdf
trials:5S
1 p:l/2
X~B nzap:E x value:2
Paste
P(X >3)=0,50=50%

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

1-binomcdf(5,1/2,2)

(e) Binnen welk interval ligt de score van Viktor als hij gokt bij de 5 en de 4
vragen waarbij hij twijfelt tussen twee of drie antwoorden?

Minimale score : 8.1+3.0+9.(—%) 5

Maximale score : 17.1+3.0=17

(f) Welke score mag hij gemiddeld verwachten?

De “te verwachten score” bij een gokvraag als hij twijfelt tussen twee
antwoorden :

1. 1( 1) 1
bl Wl el
2 2( 3) 3

De “te verwachten score” bij een gokvraag als hij twijfelt tussen drie
antwoorden :

1. 2( 1) 1
bl ) )
3 3( 3)
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Verwachte totaalscore :

8.1+ 3.0+5.1+4.l =10,11
3 9

(g) Hoeveel van de 9 vragen moet Viktor juist gokken, wil hij slagen?

Stel x het aantal juist beantwoorde vragen,
danis 9 - x het aantal foutief beantwoorde vragen.

(8+x).1+3.0+(9- x)(—%) >10

< 24+3x-9+x>30

@xz%:&?S

Viktor is geslaagd als hij 4 of meer vragen juist gokt.

(h) Wat zijn zijn slaagkansen?

1 1
X~B|n=5p==| en Y~B|{n=4p==
( g 2) ( i 3j

P(X=x:Y=Yy)

v 0 1 2 3 4

0,000386
0,015432 0,001929
0,092593 0,030864 0,003858
0,123457 0,092593 0,030864 0,003858
0,030864 0,061728 0,046296 0,015432 0,001929
0,006173 0,012346 0,009259 0,003086 0,000386

g WINIFL|O

4
P(X+Y >4)=>(P(Y =y,).P(X >=4-y,))=0,5833=58,33%

Y =0

4

" (binompdf (4,1/3, X )*(1- binomcdf(5,1/ 2,3- X))
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

X=0

y
0(binomr=>dF(4, 1/3,X)x(1-b»

» 0833333333
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(i) Binnen welk interval ligt de score van Viktor als hij gokt op alle vragen?

1

Minimale score : 8.1+12.(—§) =4

Maximale score :

20.1=20

() Welke score mag hij gemiddeld verwachten?

8.1+ 5.1+4.£+ 3.0=10,11
3 9

(k) Hoeveel vragen moet Viktor juist gokken, wil hij slagen?

Stel x het aantal juist beantwoorde vragen,
dan is 12 — x het aantal foutief beantwoorde vragen.

(8+x).1+(12- x)(—%) >10

= X245

Viktor is geslaagd als hij 5 of meer vragen juist gokt.

() Wat zijn zijn slaagkansen?

X~B(

nzapzé

j : Y~B(n:4,p:—

P(X+Y +225):?

Z Y X P(z).P(y;).P(x)
0 0 5 0,002604
0 1 4 of 5 0,031250
0 2 3,4 0f5 0,062500
0 3 2,3,40f5 0,033854
0 4 1,2,3,40f5 0,005046
1 0 4 of 5 0,015625
1 1 3,40f5 0,083333
1 2 2,3,40f5 0,101563
1 3 1,2,3,40f5 0,040365
1 4 - 0,005208
2 0 3,40f5 0,013889
2 1 2,3,40f5 0,045139
2 2 1,2,3,40f5 0,040365
2 3 - 0,013889
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2 4 - 0,001736
3 0 2,3,40f5 0,002508
3 1 1,2,3,40f5 0,005980
3 2 - 0,004630
3 3 - 0,001543
3 4 - 0,000193

P(X +Y +Z 25):0,511218:51,12%

(m) Kan Viktor zijn slaagkansen optimaliseren?
Ja, uit (g) en (K) blijkt dat Viktor meer moet scoren dan nodig.
Reduceren we in (g) het aantal vragen als volgt:
gokken op de 5 vragen waarbij hij twijfelt tussen 2 antwoorden +
gokken op slechts 1 vraag waarbij hij twijfelt tussen 3

antwoorden, dan slaagt hij als hij op 3 vragen of meer juist gokt.

stel x het aantal juist beantwoorde vragen,
dan is 6—x het aantal foutief beantwoorde vragen.

(8+x).146.0+(6- x)(_%jzm

= X223

1 1
X~Bln=5p==| en Y~B|n=1lp=—
( P 2) ( P 3j
P(X +Y 23)=60,42%
Reduceren we in (k) het aantal vragen als volgt:
gokken op de 5 vragen waarbij hij twijfelt tussen 2 antwoorden +
gokken op de 4 vragen waarbij hij twijfelt tussen 3 antwoorden +
gokken op slechts 1 andere vraag,

dan slaagt hij als hij op 4 vragen of meer juist gokt.

stel x het aantal juist beantwoorde vragen,
dan is 10— x het aantal foutief beantwoorde vragen.

(8+X).1+2.0+ (10— x)(_%] 210

=S X224
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X~B(n=5,p=%) ; Y~B(n:4,p:1j ; Z~B(n:1,p:%]

P(X +Y +Z>4)=64,20%

1.4. Situatie Astrid
Astrid heeft een rare manier van denken. Ofwel weet ze het, ofwel weet ze het
totaal niet. Van 10 vragen is ze 100% zeker van het juiste antwoord. Van de
overige 10 weet ze totaal niets.

(a) Wat is de score van Astrid als ze slechts de 10 vragen beantwoordt die ze
kent?

score = 10/20

(b) Wat zijn haar slaagkansen? slaagkans = 100 %

(c) Binnen welk interval ligt de score van Astrid als ze ook gokt op de overige
10 vragen?

Minimale score : 10.1+10.[—%) =6,67

Maximale score : 20.1=20

(d) Welke score mag ze gemiddeld verwachten?

10.1 +10.0=10

(e) Hoeveel vragen moet Astrid juist gokken, wil zij slagen?

Stel x het aantal juist beantwoorde vragen,
dan is 10-x het aantal foutief beantwoorde vragen.

(10+x).1+(10- x)(—%) >10
S X22,5

Astrid is geslaagd als zij 3 of meer vragen juist gokt.
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() Wat zijn haar slaagkansen nu?

1
X~Bln=10,p==
( P 4)

P(X >3)=0,4744 = 47,44%

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

binomcdf
trials:10
Pp:1/4
X value:2
Paste

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP I]

1-binomcdf(10,1/4,2)
. 474407196

(g) Veronderstel dat Astrid slechts 9 van de 20 vragen met zekerheid kent. De
andere vragen moet ze gokken. Stel een kansentabel op voor Astrid
naargelang het aantal vragen dat ze gokt.

g = aantal vragen dat Astrid gokt

¢ = aantal vragen dat Astrid minstens correct moet gokken

S = score Astrid

g c P(SZ9) c P(SZlO)
0 - 100 % - 0%

1 1 25,00 % 1 25,00 %
2 1 43,75 % 2 6,25 %

3 1 57,81 % 2 15,63 %
4 1 68,36 % 2 26,17 %
5 2 36,72 % 2 36,72 %
6 2 46,61 % 3 16,94 %
7 2 55,51 % 3 24,36 %
8 2 63,29 % 3 32,15 %
9 3 39,93 % 3 39,93 %
10 3 47,44 % 4 22,41 %
11 3 54,48 % 4 28,67 %

54



1.5. Besluiten

e Speculeren op gokken (Lucas) heeft geen zin. De slaagkansen door louter
te gokken zijn bijna nihil.

e Wie zeker is dat hij/zij (minstens) de helft van de vragen correct heeft
ingevuld (Astrid), gokt beter niet. Je slaagkansen verminderen door
onverantwoord gokgedrag.

e Bij gokken gelden volgende vuistregels (alhoewel, wie denkt hieraan
tijdens een examen ?!) :

e Bijvragen waarvan je iets weet, d.w.z. je kan één van de
mogelijkheden zeker uitsluiten, gok je.

e Voor het aantal vragen waarvan je niets weet gebruik je volgende
formule:

a+X —%(aantal vragen) = n voud

hierbij is:

a aantal reeds beantwoorde vragen
n aantal antwoordmogelijkheden

toegepast op Viktor geeft dit:

a=8+5+5=17
n=4

:>17+x—%20:4v0ud
=x=1

m.a.w. Viktor zijn slaagkansen zijn (volgens de kansrekening) het
grootst wanneer hij op alle vragen waarvan hij “iets” weet gokt +
1 vraag waarvan hij niets weet.
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1.6. Enkele opgaven

(1) Bereken de kans dat een student slaagt als hij op 8 van de 20 vragen het
antwoord weet en op de overige 12 gokt.

(2) Bereken de kans dat een student niet slaagt als hij op 12 van de 20 vragen
het antwoord weet en op de overige 8 gokt.

(3) Een examen bestaat uit 40 vragen met drie keuzemogelijkheden. Mauro
kan 17 vragen oplossen, bij 15 vragen twijfelt hij uit 2 antwoorden en 8
vragen kan hij niet.

Wat is (volgens de besluiten) de ideale strategie? Bereken zijn
slaagkansen.

(4) Een examen bestaat uit 12 vragen met drie keuzemogelijkheden (reeks A)
en 8 waar of vals vragen (reeks B).
Een student kent het antwoord op 5 vragen uit reeks A, bij 4 vragen twijfelt
hij tussen twee antwoorden en van de overige 3 vragen weet hij niets. Van
reeks B kent hij 5 vragen, de overige 3 kent hij niet.
Hij gokt op alle vragen die hij niet kent. Wat zijn zijn slaagkansen?

(5) Een examen bestaat uit 25 vragen met vijf keuzemogelijkheden (reeks A)
en 10 waar of vals vragen (reeks B).
Sarah kan 8 vragen uit reeks A met zekerheid beantwoorden, bij 3 vragen
twijfelt ze tussen twee antwoorden, bij 6 vragen twijfelt ze tussen drie
antwoorden, bij 2 vragen twijfelt ze tussen 2 antwoorden en 6 vragen kent
ze totaal niet. Ze besluit op alle vragen behalve de laatste 6 te gokken.
Van reeks B kent ze 4 vragen, de overige 6 vragen kent ze niet maar
besluit toch maar te gokken.
Wat zijn Sarah haar slaagkansen?
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2. Standard setting

2.1.

Probleemstelling

Professor Kappa vindt de giscorrectie maar niets. Hij is voorstander van
standard setting. Bij standard setting verlies je geen punten meer als je een
meerkeuzevraag verkeerd beantwoordt, maar je zult wel meer dan de helft
van de vragen juist moeten beantwoorden om te slagen voor het examen (=
hogere cesuur).

Bij de toepassing van een hogere cesuur moet je meer dan de traditionele
50% van de vragen juist beantwoorden om te kunnen slagen. De cesuur of
slaaggrens wordt hoger gelegd om vragen die je juist hebt beantwoord door te
gokken te compenseren.

Het examen van professor Kappa bestaat net zoals het examen van professor

Epsilon uit 20 meerkeuzevragen met telkens vier antwoordmogelijkheden A,
B, C en D waarbij slechts telkens één van de vier antwoorden juist is.

(a) Bereken de cesuur bij het examen van professor Kappa.
(b) Bepaal de omrekentabel voor de uiteindelijke scores van de studenten.

Standard setting verhoogt de score die je moet halen om te slagen in die mate
dat de kans dat een student slaagt door te gokken even hoog is als bij
giscorrectie. Het % aantal vereiste juiste antwoorden (de cesuur) nodig om te
slagen wordt als volgt berekend:

% vereist = 50% + 50% . (kans op een juist antwoord)
In het geval van professor Kappa wordt dat:

% vereist = 50% + 50% . ¥4 = 62,5%

Het aantal vragen dat een student juist moet hebben om 10 op 20 te behalen
wordt:

c(esuur) =62,5% .20=125
m.a.w. een student die 12,5 vragen van de 20 juist beantwoord haalt 10 op 20.

De scores tussen 0 en 10 en tussen 10 en 20 worden herschaald a rato van
de juist beantwoorde vragen.
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Omrekentabel:

n = aantal vragen = 20

c =cesuur=125

X = aantal correcte antwoorden
s = behaalde score op 20

formules:

X=>cC 3:10+M

In het geval van professor Kappa wordt dit:

10x
S="-

c

n-c

0 1 2 3 4 5 6
0 0,8 1,6 2,4 3,2 4 4,8
7 8 9 10 11 12 13
5,6 6,4 7,2 8 8,8 9,6 10,67
14 15 16 17 18 19 20
12 13,33 | 14,67 16 17,33 | 18,67 20

2.2. Situatie Lucas

(a) Welke score mag hij gemiddeld verwachten?

Gemiddeld heeft Lucas 5 van de 20 vragen juist gegokt.
De score die Lucas gemiddeld mag verwachten is 4/20.

(b) Wat is de kans dat Lucas slaagt?

Net zoal bij de giscorrectie moet Lucas 13 van de 20 vragen juist

gokken. Zijn slaagkansen blijven dezelfde, namelijk 0,0184 %.
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2.3. Situatie Viktor
(a) Welke score mag hij gemiddeld verwachten?
8 vragen heeft hij zeker juist,
bij 5 vragen twijfelt hij tussen 2 antwoorden,
bij 4 vragen twijfelt hij tussen 3 antwoorden,
de overige 3 kent hij niet en moet hij een keuze maken uit de 4
antwoorden.

gemiddeld aantal juiste antwoorden:

8+5.£+4.1+3.£:E:12,58
2 3 4 12

verwachte score van Viktor:

10(12,58-12,5)
20-12,5

s=10+ =10,11

dit is hetzelfde als bij giscorrectie waarbij geen enkele vraag blanco
wordt gelaten.

(b) Wat is de kans dat Viktor slaagt?

Viktor is nu verplicht om te gokken. Van de 12 vragen die hij gokt moet
hij er minstens 5 juist hebben. De kans dat Viktor slaagt is 51,12 %.
Dit is hetzelfde als bij giscorrectie waarbij geen enkele vraag blanco
wordt gelaten, doch de slaagkansen van Viktor zijn serieus gedaald
t.0.v. de giscorrectie waarbij hij zelf mocht bepalen of hij gokte of niet.

2.4. Situatie Astrid
(a) Welke score mag zij gemiddeld verwachten?

10 vragen heeft ze zeker juist,

van de overige 10 gokt ze gemiddeld n.p = 2,5 vragen juist,

m.a.w. Astrid beantwoord gemiddeld 12,5 vragen correct.

De score die Astrid gemiddeld mag verwachten is 10/20, dit is hetzelfde
als bij giscorrectie.

(b) Wat is de kans dat Astrid slaagt?

Astrid is nu verplicht om te gokken. Van de 10 vragen die ze gokt moet
ze er minstens 3 juist hebben. De kans dat Astrid slaagt is 47,44 %.
Dit is hetzelfde als bij giscorrectie waarbij geen enkele vraag blanco
wordt gelaten, doch de slaagkansen van Astrid zijn serieus gedaald
t.0.v. de giscorrectie waarbij ze zelf mocht bepalen of ze gokte of niet.
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2.5. Giscorrectie versus Standard setting

2.6.

2.7.

Vergelijken we even de scoretabel tussen standard setting en giscorrectie

waarbij blanco niet mag (of fout wordt gerekend).

X 0 1 2 3 4 5 6
SS 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4 4.8
gis -6,67 -5,33 -4 -2,67 -1,33 0 1,33
X 7 8 9 10 11 12 13
SS 5,6 6,4 7,2 8 8,8 9,6 10,67
gis 2,67 4 5,33 6,67 8 9,33 10,67
X 14 15 16 17 18 19 20
SS 12 13,33 | 14,67 16 17,33 | 18,67 20
gis 12 13,33 | 14,67 16 17,33 | 18,67 20

m.a.w. vanaf een score hoger (of gelijk aan) 10/20 is standard setting
hetzelfde als giscorrectie waarbij blanco als fout wordt aangerekend.

Opmerking

Een belangrijke factor bij standard setting die invioed heeft op de slaagkansen
van een student is het aantal vragen van de meerkeuzetoets.

De slaagkansen liggen het hoogst als de cesuur een geheel getal is, d.w.z. als
het aantal vragen een veelvoud is van 2n, met n het aantal
keuzemogelijkheden per vraag.

Enkele opgaven

(1) Bepaal het cesuurpercentage bij een meerkeuzetoets met respectievelijk
vijf, vier, drie en twee keuzemogelijkheden.

(2) Een examen bestaat uit 15 vragen met vier keuzemogelijkheden en 10
waar of vals vragen. Bepaal de cesuur bij standard setting en geef een
omrekentabel voor de uiteindelijke score.

(3) Een professor heeft twee reeksen vragen voor een examen. Reeks A telt
24 vragen met telkens drie keuzemogelijkheden, reeks B telt 23 vragen
met telkens drie keuzemogelijkheden. Lize heeft reeks A en kent 12 van de
24 vragen, de rest gokt ze. Jarne heeft reeks B en kent 12 van de 23
vragen, de rest gokt hij. Wie heeft de grootste slaagkansen?
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(4) Een examen bestaat uit 10 vragen met vijf keuzemogelijkheden (reeks A),
12 vragen met vier keuzemogelijkheden (reeks B) en 8 waar of vals vragen
(reeks C).

Laure kent 6 van de 10 vragen uit reeks A, de andere 4 gokt ze willekeurig.
Ze kent 5 van de 12 vragen uit reeks B, bij 2 vragen twijfelt ze uit 2
mogelijkheden, bij 4 vragen uit 3 mogelijkheden en 1 vraag kent ze totaal
niet. Van de waar of vals vragen kent ze er 3, de andere 5 gokt ze.

Wat zijn de slaagkansen van Laure bij standard setting?

3. Giscorrectie met meervoudige keuze

3.1.

Probleemstelling

Professor Lambda vindt dat de nadelen (verplicht gokken) van standard
setting niet echt een verbetering zijn t.0.v. de giscorrectie (strategisch gokken).
Zij is geinteresseerd in de ware kennis van de student en niet in zijn
gokgedrag. Zij is voorstander van een meervoudige keuze. Hierbij mogen
studenten die twijfelen tussen meerdere antwoorden, deze meerdere
antwoorden aankruisen.

Het examen van professor Lambda bestaat net zoals het examen van
professor Epsilon en Kappa uit 20 meerkeuzevragen met telkens vier
antwoordmogelijkheden A, B, C en D waarbij slechts telkens één van de vier
antwoorden juist is.

Elke antwoordmogelijkheid moet als “mogelijk” of “onmogelijk” worden
aangevinkt. Hierbij hanteert zij het volgende puntensysteem:

fout antwoord aankruisen als onmogelijk +1/3
fout antwoord aankruisen als mogelijk 0
juist antwoord aankruisen als onmogelijk -1
juist antwoord aankruisen als mogelijk 0

Ga na dat dit een “eerlijk” puntensysteem is.

Enkele voorbeelden:

Veronderstel de vraag “wat is het kwadraat van 4”

2 8 16 32
onmogelijk v v v score
mogelijk v -1/3 pt
0 pt +1/3pt | -1pt | +1/3 pt
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3.2.

onmogelijk v v v score
mogelijk v +1 pt
+1/3 pt | +1/3 pt 0 pt +1/3 pt
2 8 16 32
onmogelijk v v score
mogelijk v v -2/3 pt
0 pt 0 pt -lpt | +1/3 pt
2 8 16 32
onmogelijk v v score
mogelijk v v +2/3 pt
0 pt +1/3 pt 0 pt +1/3 pt
Situatie Viktor
Passen we dit puntensysteem toe bij Viktor.
e 8 vragen kent hij,
e Dbij 5 vragen twijfelt hij tussen 2 antwoorden,
e Dbij 4 vragen twijfelt hij tussen 3 antwoorden,
e 3 vragen weet hij niet.
m.a.w. 8 maal :
F F J F
onmogelijk v v v score
mogelijk v +1 pt
+1/3 pt | +1/3 pt 0 pt +1/3 pt
5 maal :
F F J F
onmogelijk v v score
mogelijk v v +2/3 pt
0 pt +1/3 pt 0 pt +1/3 pt
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3.3.

4 maal :

F F J F
onmogelijk v score
mogelijk v v v +1/3 pt
0 pt 0 pt 0 pt +1/3 pt
3 maal :
F F J F
onmogelijk score
mogelijk v v v v +0 pt
0 pt +1/3 pt 0 pt +1/3 pt

Score: 8.1+ 5%+4%+ 3.0=12,67

Situatie Astrid
Passen we dit puntensysteem toe bij Astrid.

e 10 vragen kent ze,
e 10 vragen kent ze niet.

Score: 10.1+10.0=10
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4. Een vierde alternatief

4.1.

4.2.

4.3.

Probleemstelling

Professor Iota hanteert een alternatieve vorm van het systeem van professor
Lambda.

Het examen van professor lota bestaat net zoals het examen van professor
Epsilon en Kappa uit 20 meerkeuzevragen met telkens vier
antwoordmogelijkheden A, B, C en D waarbij slechts telkens één van de vier
antwoorden juist is.

Hij hanteert volgend puntensysteem:

X = aantal aangekruiste antwoorden
s = (positieve) score als het juiste antwoord is aangekruist
t = (negatieve) score als het juiste antwoord niet is aangekruist

X S t
0 0 0
1 1 -1/3
2 213 - 213
3 1/3 -1
4 0 0

Ga na dat dit een “eerlijk” puntensysteem is.

Situatie Viktor
Passen we dit puntensysteem toe bij Viktor.

8 vragen kent hij,

bij 5 vragen twijfelt hij tussen 2 antwoorden,
bij 4 vragen twijfelt hij tussen 3 antwoorden,
3 vragen weet hij niet.

Score: 8.1+ 5% + 4% =12,67 , hetzelfde als bij prof Lambda

Situatie Astrid
Passen we dit puntensysteem toe bij Astrid.

e 10 vragen kent ze,
e 10 vragen kent ze niet.

Score: 10.1+10.0=10

64



5. Doe de test

5.1. Test 1: giscorrectie

| giscorrectie |

Tip = correcte antwoord |A|B|C|D|
B 1
A, CofD 2
A 3
A, B,CofD 4
Aof D 5
A 6
B, Cof D 7
Bof C 8
A, B,CofD 9
D 10
B 11
A, BofC 12
A of B 13
BofC 14
A, B,CofD 15
D 16
A of B 17
B, Cof D 18
D 19
C 20




5.2.

Test 2 : standard setting

| standard setting |

Tip = correcte antwoord A B[ C|

B 1
A,BofC 2
B 3
ABof C 4
BofC 5
C 6

(AlB|C|D]
A, CofD 7
A, B, CofD 8
B 9
B 10
A, B, CofD 11
A, B, CofD 12
B 13
B,CofD 14
Aof B 15
A 16
D 17
B,CofD 18
A, CofD 19
B 20
Aof B 21
A, B, CofD 22
C 23
A 24
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Gebruik van de TI-Nspire CX CAS software door leraar en leerling

Paul Boogmans

Inleiding

In deze workshop maken we met de TI-Nspire software op de computer een aantal

bestanden van uiteenlopende aard zodat volgende aspecten aan bod komen:

e het gebruik van de minder gekende module “notities”;

didactische ondersteuning bij het aanbrengen van nieuwe begrippen, zoals bvb:

bewerkingen met puntvectoren, het begrip grafiek van een functie, het construeren

van de grafiek van de samengestelde van twee door hun grafiek gegeven functies;

¢ leerlingen krijgen een beter inzicht in de oplossingsmethode als ze deze moeten
“automatiseren”, bvb het oplossen van binomiale vergelijkingen in de verzameling
van de complexe getallen;

e het samenwerken van de verschillende modules van de Nspire binnen eenzelfde
opgave;

e alle modules, behalve de Vernier DataQuest, worden gebruikt;

e de behandelde leerstofonderdelen zijn hoofdzakelijk voor de derde graad, sommige

ook voor de tweede graad.

Bewerkingen met puntvectoren

We illustreren hier de parallellogramregel voor het optellen van puntvectoren, en de
betekenis van de uitwendige vermenigvuldiging van een vector met een reéel getal.

Tegelijkertijd worden ook de bewerkingen met de codrdinaten uitgevoerd, zodat het

isomorfisme tussen R, 7, ,+ en R,R2,+ verduidelijkt wordt.

Werkwijze:

We openen een nieuwe Opgave en Grafieken. Druk op Esc (of Ctrl+g) om de invoerlijn voor
functies te sluiten. Deel de pagina in twee verticale delen (Pagina-indeling) en maak de

grafiekpagina ongeveer eens zo groot als de andere; klik op de rechter pagina en voeg daar
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een pagina Notities toe. Terug in de grafiekpagina: rechts klikken en in het menu kiezen
voor Verbergen/Weergeven—Puntenrooster weergeven. Pas de vensterinstellingen aan,
afhankelijk van de resolutie van uw scherm; zorg ervoor dat het ongeveer orthonormaal is.
We plaatsen nu twee punten, telkens op een roosterpunt, en vragen de coordinaten. Sla

deze codrdinaatgetallen op als respectievelijk (X;,Y;) en (X»,Y,): een codrdinaatgetal

selecteren, rechts klikken en Opslaan kiezen. Teken nu de puntvectoren: Meetkunde—
Punten en Lijnen-Vector, klikken op de oorsprong (Snijpunt) en het eindpunt. Via
Meetkunde—Constructie—Evenwijdige rechte tekenen we het eindpunt S van de somvector

(parallellogramregel), en vragen daarvan ook de codrdinaat.

We activeren terug de notities pagina (klikken) en openen daarin een math-box via Ctrl+m.
Schrijf daarin x1 en Enter: de waarde van x1 verschijnt. We doen dit ook voor y1, x2,y2 en

daarna voor x1+x2 en y1 +y2. We kunnen ook de som van twee rijmatrices maken:

[xL y1]+[x2 y2].

Door nu in de grafiekpagina de oorspronkelijke vectoren (d.w.z. de eindpunten) te verslepen
zien we de codrdinaten mee veranderen en ook de berekeningen in de notities. Je kan alles

nog wat opsmukken door aangepaste kleurtjes te gebruiken.

>
>

12 (¥ Som van vectoren
x1 -
(4,8) yl*5

)

(6,3)
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Om bvb de eerste vector te vermenigvuldigen met een reéel getal k voeren we een
schuifknop in en passen de instellingen daarvan aan zodat k varieert tussen -4 en 4 in stapjes
van 0,1. Om k als factor voor een homothetie te kunnen gebruiken moeten we eerst k als
tekst schrijven en deze laten “berekenen”. Dan voeren we de homothetie uit op vectorl, en

we vragen weer de codrdinaat van het eindpunt. In de notities berekenen we het product

van k met de rijmatrix [Xl yl] . we zien weer de overeenkomst tussen de resultaten en

illustreren op deze manier het isomorfisme tussen R, 7, ,+ en R,RZ .

12 1V x-as Som van vectoren
,j‘."““‘j x1+1
k -2.5 yl -3
(-2.5,7.5) x2*5
y2*5
x1l+x2 * 6
(5,5) yl4y2 » 2
[x1 y1[+{x2 y2]-[6 2]
(6,2)
s Uitwendige vermenigvuldiging
1 o i
>k -25
-8 1 \ 12 o
k'[xl yl] ; [’2.3 7.3]
(1,-3)
-6

Functiebegrip

Verbazingwekkend: elk jaar opnieuw komen er leerlingen het vijfde jaar in zonder een
degelijke kennis van het begrip “functie”, hoewel ze daarmee toch al werken van in de
eerste graad. Gelukkig gaat het hier wel om een minderheid. Toch denk ik dat het zinvol is

alle leerlingen zelf volgend bestand te laten maken, het brengt ongetwijfeld een beter
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inzicht in het begrip functie en haar verschillende facetten: voorschrift, functiewaardentabel

en grafiek.
Werkwijze:
We openen een nieuwe Opgave en Rekenmachine. We definiéren hierin f(x), bijvoorbeeld:

f(x):=0.1- (X3 +X2—Tx— 7) . We schrijven 0.1 en niet de breuk 1/10 omdat zo de

resultaten als kommagetallen worden geschreven. Dan voegen we een pagina Grafieken
toe, en drukken Escape (of Ctrl+g ) om de invoerlijn te sluiten. Via Vensterinstellingen
passen we het grafiekvenster aan: x tussen -6 en 6, y tussen -15 en 15. Klik op Pagina-
indeling en verdeel de pagina in twee verticale delen. Maak de rechterkant wat kleiner en
voeg daar een pagina Lijsten & Spreadsheet toe. Noem de eerste kolom xa en de tweede ya.
In deze laatste kolom definiéren we dan ya als f(xa). Als we nu een waarde invullen voor xa
wordt daarvan onmiddellijk de functiewaarde berekend. De leerling herkent dit als een

visgraat-diagram.

Maak de kolom xa terug leeg en voer dan de waarden van -5 tot 5 in, met stappen van 1. Dit
kan vrijwel automatisch: twee cellen invullen, selecteren en doorvoeren naar beneden.
Deze 11 punten laten we nu tekenen in het grafiekvenster: in het menu kiezen we voor
Invoeren/bewerken van grafiek — Puntenwolk. Vul de invoerlijn in: xa voor x en ya voory, en
de punten uit onze tabel worden getekend. Meer punten tekenen: we voeren nu in kolom xa
101 getallen in door volgende definitie: xa = seq(—5.0+n/10,n,0,100) . Ook het
grafiekvenster is meteen aangepast, de “continue uitbreiding” is nu nog een kleine stap: kies

in het menu: Invoeren/bewerken van grafiek — Functie en definieer f1(x) als f(x), de grafiek

wordt getekend.

15

-0.4

0.3

-0.7

-15

- (xa,ya)

-1.2

Eya

=f(xa)

7.2

-6.6339

-6.0952

-0.9
0.8
4.5

10.8

-5.5833
-5.0976
-4.6375
-4.2024
-3.7917
-3.4048
-3.0411

. ]
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Andere manier: zelf de grafiek construeren.

Open een nieuwe pagina: Grafieken en druk Esc om de invoerlijn te sluiten. Pas de
vensterinstellingen weer aan zoals eerder. Plaats een willekeurig punt op de x-as, en vraag
hiervan de co6rdinaat. Van de x-codrdinaat moeten we de functiewaarde berekenen en de

bekomen waarde overbrengen op de y-as. Kies in het menu Acties — Tekst en schrijf eerst X

en daaronder (in een tweede tekstvak) 0.1- (X3 + X% —TX— 7) . Bevestig de invoer met

Enter. Selecteer de tekst “ X ”, rechtsklikken en kiezen voor Berekenen, op de vraag
Selecteer x? de x-codrdinaat van het beginpunt aanklikken: de berekende waarde plaats je
dan achter de x. Doe hetzelfde voor het tweede tekstvak, de berekende functiewaarde
plaats je onder de overeenkomstige x. Kies in het menu: Meetkunde — Constructie — Maat
overbrengen, wijs het getal (functiewaarde) aan en daarna de y-as. Het punt wordt op de y-
as geplaatst. Construeer nu het grafiekpunt via Meetkunde — Constructie — Evenwijdige
rechte (of Loodrecht), dan Snijpunt en noem dit grafiekpunt P. Als je nu het beginpunt
versleept over de x-as beschrijft het punt P de grafiek. Er zijn twee manieren om de grafiek
te visualiseren: kies in het menu: Spoor — Meetkundig spoor, Klik eerst het grafiekpunt aan

en versleep daarna het beginpunt op de x-as: de grafiek wordt punt per punt getekend.

Tweede manier: via Meetkunde — Constructie — Meetkundige plaats, dan het grafiekpunt
aanklikken en daarna het punt op de x-as (d.i. het “voortbrengende punt”). De grafiek wordt

nu getekend als de meetkundige plaats van P als het beginpunt de x-as doorloopt.

151y

-4.99,0)

15

e S BN

-15

o B

-15

x
0.1 (3 ax2-

7\'77)

-4.99

-7.13
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Samenstellen van functies

Als toepassing op het voorgaande, met als bijkomend aspect het begrip samenstellen van
functies, kan volgende oefening gemaakt worden.

Gegeven: de grafieken van twee functies f en g .
Gevraagd: construeer de grafiek van de samengestelde functie go f .
Oplossing:

We openen een nieuwe Opgave en Grafieken, en vullen f1 en f2 in voor de functies f en g.
We moeten de gegeven grafieken tekenen langs het voorschrift om, achteraf “vergeten” we
deze voorschriften. We kiezen hier bvb voor de functies: f (x) =—4-sin(0.25x—1) en

g(x)=0.05-x>-3.

Op de x-as kiezen we een willekeurig punt, voor de duidelijkheid noemen we dit ook x en
zoeken het beeld ervan door de functie f: het beeldpunt op de y-as noemen we z. Deze z
wordt nu de “x-waarde” voor g. Daarom spiegelen we z t.0.v. de eerste bissectrice, het
beeld wordt z’ genoemd. Opgelet: om deze bissectrice te kunnen gebruiken als spiegelas
moet ze getekend worden als rechte door twee punten, en niet als grafiek van het
voorschrift y=x!

Van z’ construeren we het beeld door g, en noemen het y (punt op de y-as). Deze laatste
waarde is het beeld van x door g o f . Het grafiekpunt P is het snijpunt van de loodrechte

in x op de x-as en de loodrechte iny op de y-as. De grafiek van g o f kan dan
gevisualiseerd worden op twee manieren zoals in vorige opgave beschreven werd.

6.67 | ¥ (6,6)

: /" 1ste bissectrice

10 Y 1 2/ 10

-6.67
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6.67 y (6,6)

] e2(o)-500)

-10 X

-6.67

Als controle kunnenwe f 3(x) = f2(f1(x)) laten tekenen en vaststellen dat dit inderdaad
de gevraagde grafiek is.

Benaderen van nulwaarden met de methode van Bolzano

We openen een nieuwe Opgave en kiezen een pagina Notities. We schrijven hierin de titel:
“Methode van Bolzano”. Via Pagina-indeling verdelen we ons werkvenster in drie delen
zoals op de schermafdruk hieronder te zien. Om wiskundige bewerkingen uit te voeren
moeten we eerst een math-box openen, dat gaat het snelst door Ctlr+m te drukken. We

doen dit en definiéren onze functie f: f (x) :=0.05- (x +1)(X2 —7) . We klikken in het

venster rechts boven, voegen daar een Grafieken pagina in, laten de grafiek tekenen en
passen het venster aan. We plaatsen twee punten op de x-as, en vragen hiervan telkens de
codrdinaat. De x-codrdinaten slaan we respectievelijk op als a en b: rechts klikken op het
getal, kiezen voor Opslaan, de naam tikken en Enter. Van a en b construeren we de
grafiekpunten.

van Bolzano
1(0):=0.05- (x+1) (+2-7) » Gereed

§ /1 Terug in de Notities tikken we in, telkens in een mathbox en
| /| gevolgd door een Enter:
i a=1; b:=3 ; ¢:=0.5(a+b) ;f(a) ; f(b) ; f(c)

=05 (a+h) - 2

F1i— 1 ,r
ey ST

£(b) - 0.4
o) - 0.4

g Door toepassing van de methode van Bolzano gaat ¢
e naderen naar de nulwaarde; we voeren dit “manueel” uit
door telkens a of b te vervangen door de verkregen c:
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a vervangen als f(c) hetzelfde teken heeft als f(a), in het andere geval moeten we b

vervangen.

Om de opeenvolgende waarden van a, b en c te bewaren zullen we deze opslaan in een
Lijsten & Spreadsheet pagina die we toevoegen in het venster rechts onder. Daarvoor
gebruiken we de automatische gegevens vastlegging. Zo voeren we in kolom A in:

capture(a,1,b) . De “=” wordt er automatisch bijgezet, de b betekent hier dat a wordt
vastgelegd op het ogenblik dat ofwel a, ofwel b verandert. In kolom B:

capture(b,1,a) ;inkolom C: capture(c,1) ; we noemen deze kolom C bvb nulw enin
kolom D voeren we in: = f (nulw) .

We kunnen nu een aantal stappen van de methode uitvoeren om te visualiseren hoe dit in
zijn werk gaat. Desgevallend kunnen we in het grafiek-venster inzoomen als de
verschillende punten te dicht bij mekaar komen.

Methode van Bolzano y fl(\):ﬂ\)/ Methode van Bolzano 0.048 y fl(\jﬁ(\)
#(0):=0.05- (v+1)- (+2-7) » Gereed (25.0) (2.75.6) (1):=0.05- (v+1)- (+2-7)  Gereed
a:=2.64063 » 2.64063 ‘ x,
b:=2.64844 » 2.64844 2.56 272
5 T 5| |e=05 (atb) - 264454
——|
ffa) - -0.13125 1 ’\ fa) » -0.004928 -0.046
f(b) » 0.105469 X = f(b) » 0.002597 " = =
flc) » -0.019824 er £ Hnuw [0 n flc) + -0.001173 M = - LCL n
= =capture(’ =capture(' =capture('| =f(nulw) = =capture(’ =capture(' =capture('|=f(nulw)
1 1 3 2. 045 2,625  2.75 2.6875 0.04105
2 2 3 2.5/ -0.13125 2.625 2.6875 2.65625 0.01017
3 2.5 3] 2.75)0.105469 2.625 2.65625 2.64063| -0.00493
4 2.5 2.75  2.625/-0.0198.. | 2.64063 2.65625 2.64844| 0.00259
sl )v o | 2.64063| 2.64844 2.64454|-0.00117,
pi[=0.45 | [as]=2.625
- ] ‘e
Methode van Bolzano 0.0033 y fl(,\')/:f(,\') In de Notities
f(x):=0.05 (x+1) (+2-7) » Gereed kunnen we de
oplossingen exact
a:=2. 64552 » 2. 64552 berekenen met de
X 1 1
b:=2.64601 * 2.64601 Y e Solve instructie.
¢:=0.5 (a+b) * 2.64577
f(a) » -0.000223 -0.0026
£fb) - 0.00025 : -| Na13stappen
f(c) » 0.000013 wtld ° © nulw E L merken we dat de
= |=capture(’ =capture(' =capture(' =f(nulw) eerste 4 decimalen
9| 2.64063 2.64844| 2.64454|-0.00117 :
solve(f{x)=0,x) . | van de benadering
1=-2.64575 or x=-1. or x=2.64575 10| 2.64454| 2.64844| 2.64649| 0.00071 correct Zijn.
I 11| 2.64454| 2.64649 2.64552| -0.00022
12| 2.64552| 2.64649 2.64601| 0.00024
13| 2.64552| 2.64601| 2.64577| 0.00001g
<) E— 5
A9]=2.64063
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Statistiek: kansverdelingen ontdekken via simulatie

(Uit T3 Cahier nr. 28 van Guido Herweyers)

Kies lukraak een reéel getal X in het interval [0,1].
De toevalsvariabele X (hoofdletter!) heeft een uniforme kansverdeling met als

als 0<x<1

1
dichtheidsfunctie  f (x) =
0 elders

Telkens er een lukraak getal wordt gekozen tussen 0 en 1, neemt de toevalsvariabele X één
of andere concrete getalwaarde x (kleine letter!) aan, aangestuurd volgens het
kansmechanisme van de dichtheidsfunctie f.

Door zeer vaak een lukraak getal te kiezen tussen 0 en 1 en deze zo verkregen getallen voor
te stellen met een dichtheidshistogram, zal dit histogram meer en meer stabiliseren en

“convergeren” naar de dichtheidsfunctie (kansen zijn relatieve frequenties op de lange duur:
wet van de grote aantallen).

Bij 200 simulaties is er nog veel variatie in het dichtheidshistogram:

steekproefgrootte n: =200

steekproefgrootte n: =200
x:=randn)
» {0.32237

x:=randn)

7,0.863735,0.619184,0.626842,0.185271,0.713725,0.884525,0.15142 » 10.379103.0.290654.0.44941.0.837506,0.838812.0.206808.0. 1287 28.( A:u\uw,.

1.0

.07

)
I
V]
N

Dichtheid
o
[+ -]

Dichtheid
o
L]

o

»
o
»

0.0~ ' .0 '
00 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
X X

Bij 2500 simulaties is de variatie al veel kleiner: het dichtheidshistogram laat al meer de
rechthoekvorm van de dichtheidsfunctie zien (bij een niet te kleine klassenbreedte).

steekproefgrootte n:=2500

>

steekproefgrootte n:=2500
x:=rand/n) x:=rand/n)
»
{0.833001,0.889706,0.90971,0.707039,0.005782,0.028673,0.904943,0. 259601 » {0.580368,0.665067,0.280265,0.570805,0.973492

0.19671.0.597942.0. 8¢

v v
1.07 1.0

Dichtheid
o -
@ N
)

Dichtheid
o
)

o

-
o
»

N

0.0- 0.0-
00 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
x | X

Op deze wijze kan men door simulatie een goed idee krijgen van de kansverdeling van een
toevalsvariabele.

76



Met de variabele X kan men nieuwe variabelen definiéren, bijvoorbeeld de toevalsvariabele

u=X 2 . De kansverdeling (de dichtheidsfunctie) van U wordt bij benadering bepaald door
2

het dichtheidshistogram van een groot aantal gegenereerde data U = X

Bl

steekproefgrootte n:=2500 » 2500
x:=rand(n)
- {0.569843.0.866401,0.606887,0.604454,0.477898,0.800183,0.644813,0.971083,0.852574,0.‘
»
2
u=x-
- {0.324721,0.750652,0.368312,0.365364,0.228387,0.640293,0.415784,0.943001‘0.726882,0.

[«

4.0

Dichtheid
w
(=}
1

b=l
o
1

0.0-

De dichtheidsfunctie van U is de afgeleide van de verdelingsfunctie F; vanU;
voor x tussen 0 en 1 geldt:

R, (X) = PU <x) = P(X2 <X) = P(—V/X £ X £4/X) = P(0< X <X)

N
~ [ 1edt=x
0

Bijgevolg wordt de dichtheidsfunctie fi;(X) = FU'(X) van U gegeven door:
1
—— als 0<x<1
fu (x) =1 2+/x

0 elders

Maak een grafiek van de dichtheidsfunctie via menu | ® I analyseren -> functiegrafiek,

oo
oo
- wiskundesjablonen > ’ aa

het meervoudig voorschrift via het menu

).




Het dichtheidshistogram sluit aan bij de dichtheidsfunctie:

»
- {0.324731,0.750652,0.368312‘0.365364,0.228387,0.640293,0.415784,0.943001,0.736882,0. i
=

~

lad
o
1

Dichtheid

~
o
1

1.0

0.0-

0.0 0.1 0.2 0.3 04 L5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

_——eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee———"——_—,E, S—S— S — — — S SNSNnmsr——m—m-—F— 7§
In de notitietoepassing kunnen we nog narekenen dat de (oneigenlijke) integraal van de

dichtheidsfunctie over het interval [0 ,1] wel degelijk 1 oplevert: zie het scherm hierboven.

Complexe getallen: binomiale vergelijkingen oplossen

We kiezen een nieuw bestand of nieuwe opgave en beginnen met een pagina Notities. Dan
verdelen we het venster in twee verticale helften en voegen in het tweede deel een pagina
Grafieken in. Opgelet: bij de instelling van dit grafiekenvenster moet er altijd een
orthonormaal assenstelsel gebruikt worden! In de Notities definiéren we de verschillende

grootheden die nodig zijn voor het oplossen van de binomiale vergelijking van de vorm:

2" =a+Db-i . Telkens in een math-box tikken we, gevolgd door Enter, bijvoorbeeld:

a=-119 ; b:=120 ;: n:=4; r:=\/a2+b2 : ro:=r : a:=tan‘1(9j+1-7r

a
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De 1- 7 in de laatste uitdrukking kan ook 2 - 7 of O-7 worden naargelang het kwadrant
waarin het gegeven complex getal ligt, en naargelang we voor de eerste wortel de

zogenaamde hoofdwortel willen of niet.

In het grafiekenvenster laten we de puntenwolk (Xz,yz) tekenen; via het menu

Meetkunde plaatsen we een punt op de voorstelling van de eerste wortel en construeren de
cirkel met middelpunt O en gaande door dit punt. Alle andere wortels liggen uiteraard ook

op deze cirkel en vormen een regelmatige n-hoek.

(. _______________________|
A
Oplossen van de binomiale vergelijking: 6.72 | ¥
M=atb i » 27=-119,+120. i
Opgelet!! Bij de hoek o moetje ZELF 1 of 2 maal 1
bijtellen om het juiste kwadrant te bekomen, of o
gewoon zelf invullen als a=0!
a:="119. » -119.
b:=120. » 120.
n=5"5
r=fa2+b? » 169 1
X
r0:="r » 2.789
F ‘ -5 1 5
b
o=tan”'|—|+1' 7 » 2.35201
(appro’x a) PDMS » 134°45 724"
a+’ ko ‘ Av
XZ:=round ( ~q(r0 cos )h O.n—l)‘,.{)
» ._.41 -0.43, 6, ‘_.7_197 :
[ (et2km |
vz:=1‘ound(‘-‘¢q(r0 sin ) K 0n— 1) )
. n ‘
» §1.26,2.76,0.44,-2.48,-1.97 }
-6.72

Het getal e

Een mogelijke definitie van het getal van Euler, en alleszins een kenmerkende eigenschap is
dat de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van de functie met voorschrift

f(x)=€” inhetpunt (0,1) gelijkis aan 1. Dit illustreren we in volgend bestand.

Het grondtal a van de exponentiéle functie met voorschrift y = a* maken we afhankelijk

van de waarde van een schuifknop. We construeren de raaklijn in het snijpunt met de y-as
en vragen hiervan de richtingscoéfficiént. Pas nu de waarde van a aan tot deze rico gelijk
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wordt aan 1. Verfijn de mogelijke waarden van de schuifknop door aanpassen van de
instellingen.

9.81

rico raaklijn = 0.85442

fllx)=a™

Getal e

Schuifknop met variabele a.

Functie: _}'=ax » 71-:(_';‘ 35)X
d ‘;
dfix):= x| Gereed
f(\) dx(a )

De rico van de raaklijnin (0,1) is:
df{0) » 0.854415

Pas de instellingen van de
schuifknop aan (meer decimalen
voor a) zodat je df(0) 1 kan

I maken.

-4.09

9.81

rico raaklijn = 1

fllx)=a™

7 2C
a’® 2.20

Controle:

approx(e) » 2.71828183

Getal e

Schuifknop met variabele a.

Functie: y=a™ » y=(2.71828)*
dal

df(..\'):=— a¥| » Gereed
o)

De rico van de raaklijnin (0,1) is:
df(o) » 1.0000000632

Pas de instellingen van de
schuifknop aan (meer decimalen
voor a) zodat je df(0) 1 kan

I maken.

-4.09

a* 2.718282
Controle:

approx(e) » 2.71828183
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Oefening over asymptoten

Oefening uit Van Basis Tot Limiet voor GO!: Analyse 1 blz. 73, oefening 22
Gegeven de familie functies met voorschrift:

fIo (X)=p-x—2+ (p is een reéle parameter)

X2 —
a. Voor welke waarde van p heeft de grafiek van fID een horizontale asymptoot?
b. Geef de familie van alle schuine asymptoten van de grafiek van fID .
c. Door welk punt gaan alle schuine asymptoten van de grafiek van fID ?
d. Geef de vergelijking van de verticale asymptoten van de grafiek van fID .
Oplossing:

Samen met het manueel oplossen van de oefening exploreren we de verschillende functies
fID door de parameter p te verbinden aan een schuifknop. In een pagina Notities schrijven

we het voorschrift van de functie en de vergelijking van de schuine asymptoot.

f(.\'):=p-.\'—2+ ‘,4 > Gereed p =22
x“-4 ,—,—,—,—,-.-,1

f(\‘) g : +2.2- 12 ) f =3

24 &
asymptoot: y=p-x—2
y=p-x—2 » y=2.2-x-2 / “
solve(_rz—4=0,_r) » x=-2 or x=2 2 X
i -10 1.\ 10
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Kansverdelingen en simulaties met TI-Nspire CAS
Guido Herweyers
VIVES en KU Leuven Technologiecampus Oostende

Inleiding

Wat is de exacte kansverdeling van de som van het aantal ogen als je werpt met 2, 3, 4, 5,...
dobbelstenen en hoe kun je die kansverdeling benaderen door simulatie?

Hoe kun je de centrale limietstelling illustreren? Hoe kun je nieuwe kansverdelingen
ontdekken via simulatie en wat is de meerwaarde van simulaties voor het begrijpen van
toevalsprocessen? Deze onderwerpen komen hier aan bod.

Voor details over het gebruik van TI-Nspire verwijzen we naar cahier 28,
www.t3vlaanderen.be

1 simuleren met TI-Nspire
1.1 Lukrake getallen genereren

Open een notitiepagina. Onder het menu kansen, willekeurig, vindt men de commando’s om
lukrake getallen te genereren.

Typ eerst het commando randseed in een math box gevolgd door een spatie en een natuurlijk
getal, om een nieuwe reeks van lukrake getallen te beginnen.

- |
Lukrake getallen genereren =

RandSeed 125 » Gereed

Een lukraak getal in het interval [0,1] : randO » 0.195097

Een lijst van 5 lukrake getallen in het interval [0,1]:
rand(5) » {0.987567,0.169998,0.65364,0.836274,0.615509 }

Een lukraak getal in het interval [3,7]: 3+4- randO » 6.55327

Werp een dobbelsteen: randlnt(1,6) * 5
Werp 10 dobbelstenen: randInt(1,6,10) » {6,1,1,4,5.1,3,32,3 }

Aantal keer kop bij 10 keer werpen van een muntstuk: randBin(l0,0.S) » 4
Herhaal dit 5 keer: randBin(10,0.5,5) » {4,5,3,5,5}

Een lukraak getal uit een normale verdeling met gemiddelde 175 en standaardafwijking 10:
randNorm(175,10) * 182.886

Een steekproef van 5 dergelijke getallen:

randNorm(175,10,5) » { 191.346,179.306,168.227,157.318,176.851 }
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- ____________________________________________________|]

~

Een steekproef trekken uit een populatie van numerieke of categorische data met het commando
randsamp:
populatie:={ 10,20,30,30,30,50 } » {10,20,30,30,30,50 }

Een steekproef met terugleggen:
randSamp(populatie, 10) » { 20,30,50,30,10,30,20,30,30,20 }

10 keer een roulette—rad draaien

roulette:zseq(k,k,O,%) 7
> { 0,1,2,.3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,.36}

randSamp(roulette, 10) » {32,13,27.2,34,22,3320.4,35 }

Een steekproef zonder terugleggen:
randSamp(populatie,3,1) > {30,10,30}

Een lottotrekking

lotto:=seq (k,k, 1,45) )
- { 1,2,3,45,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25 26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42 43,44 45 }

randSamp(lotto,6,1) » { 1,34,14,24.40,33 }

Een simulatie (een uitdrukking waarin rand... optreedt) wordt automatisch opnieuw
uitgevoerd door op de definitie van de uitdrukking te klikken en op enter te duwen
(of gelijktijdig Ctrl enter voor snelle opeenvolgende herhalingen).

1.2 Data genereren uit een continue kansverdeling

Hoe kun je data genereren uit continue kansverdelingen die niet uniform of normaal verdeeld
zijn?

Beschouw een continue kansverdeling met dichtheidsfunctie f(x). We wensen hieruit een
steekproef van grootte n te simuleren.

Bereken eerst de cumulatieve verdelingsfunctie y = F(x) =P (X <x) en de inverse functie

x = F(y), genereer vervolgens met rand(n) een steekproef {y,,y,, y,..., ¥, } uit de uniforme
verdeling op het interval [0,1] en bereken {F‘l(yl), FHY,) FH(Ys)oeen F‘l(yn)}, dit is de
gevraagde steekproef !

Inderdaad, als Y een toevalsvariabele is met een uniforme verdeling op [0,1] en X = F*(Y),
dan geldt P(X <x)=P(F™*(Y)<x)=P(Y <F(x))=F(x).

85



Data genereren uit een continue kansverdeling
2 x+2,0=x=1

Genereer data uit de verdeling met dichtheidsfunctie t(x):={0 clse

De cumulatieve verdelingsfunctie is F(x)=cdf(x)=P(X<x), xc R

X 0, x<0
(-2 r+2)de » = (x2)  cdf(x):={ -x212- x,0x<1
0 1 x>1

solve(y:-x2+2°x,x) > x:-(\/g—l) or x: -y +1

F'(y)= invedf(y):=1-1-y with 0<y<1

invedf({0.2,0.3}) » {0.105573,0.16334 }

-

[

Genereer een lijst {y,, V2, Yz, eeue, y.} van n data uit de uniforme verdeling op het interval [0,1]

stel n:=1000

unjform:=rand(n)
> { 0.303912,0.35625,0.838803,0.851539,0.222104,0.033537,0.821229,0.373709,0.898425,0.9607 3:

De lijst {F" (y)) .F ' (v) F " (ys) , -..., F"(y,) } levert een steekproef van de gegeven verdeling met®
dichtheidsfunctie f(x).

data; :invcd.f(um'form)
- { 0.165681,0.19766,0.598506,0.614694,0.118016,0.016912,0.577187,0.208614,0.681292,0.80184 =

Dichtheid
o -
@ [¥]

=
=

data

Voor een grote steekproef (bv. n=1000) zal het histogram op dichtheidsschaal (met een
geschikte klassenbreedte) goed aansluiten bij de grafiek van de dichtheidsfunctie.
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2 Dobbelstenen werpen

2.1 Twee dobbelstenen werpen

De pagina wordt opgesplitst in drie toepassingen: lijsten en spreadsheet, notities,
gegevensverwerking en statistiek. De steekproefgrootte n en de simulatie ogen worden
gedefinieerd bij de notities.

De spreadsheet en het staafdiagram wijzigen dynamisch mee bij vernieuwing van de simulatie
en bij keuze van een andere waarde voor n.

Onderzoek de invloed van de steekproefgrootte op de steekproefvariabiliteit en de
“convergentie” van de relatieve frequenties naar het kansmodel voor twee dobbelstenen.

|

ES

=round( 1,4)
136 |

@ pgen |B resuttaat C freq D relfreq |F kans Simulatie van n keer werpen met twee dobbelstenen

1_ A 5 5 T Stel n:=20. De som van het aantal ogen komt in de lijst

5 8 3 0 | 0.0556 ogen:=randInt(1,6,n)+randlnt(1,6,n)

3 5 4 2 0.1 0.0833| || De frequentielijst van het aantal ogen is

10 e I U A freq:=seq(c0untlf(0gen,?=k),k,2,12)

s M 6 1 0.05 0.1389 fro

8 7 7 3| 0.5 0.1667 [ De relatieve frequentielijst is re]freq:—approx( q) ,

7| 1 8 5 0.25 0.1389 n

8 5 9 3] 015 o0.1111] | vergelijk deze met de exacte kansverdeling (lijst kans).‘

§ 8 0 L 0.05  0.0833 I Njeuwe simulatie: klik op de definitie van ogen en druk

L] n 2 01 0.056 Y opter. Hoe groter n, hoe kleiner de variabiliteit.

g 9 12 0 0. 0.0278

12 9

13 7

4 4 24%

~ e z £ =222 g 290

16 8 % 18% B 3

7| 6 5 12% 1

18 7 s

— 2" 0% ; ; | ‘ |. ! . |. . ‘ .
1 2 # 4 Bl 5] 7 8 &) 10 11 12 13

Simulatie met steekproefgrootte n=20. Grote variabiliteit in de relatieve frequenties van
steekproef tot steekproef, meestal een slechte benadering van de exacte kansen.
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e ____________________________|

#ogen |" resuitaat |C freq Dreffreq Fkans il 5imylatie van n keer werpen met twee dobbelstenen

1_ 5 5| sal 0.027| 0.0278 Stel n::2000‘. De som van het aantal ogen komt in de

> 7 3l 115 0.0575] 0.0556/ [ list ogen:=rand1nt(1,6,n)+randInt(1,6,n)

3 10 4/ 160/ o0.08 0.0833| ] De frequentielijst van het aantal ogen is

: S 3| 217) 01085 01111 freq: =seq(c0untlf(0gen,? =k),k,2, 12)

5|10 6/ 291 0.1455  0.1389 (freq)

6 5 7| 339| 0.1695 0.1667 |l De relatieve frequentielijst is relfreq:=approx ,

7 8 8| 278/ 0.139  0.1389 n

8 6 9| 219/ 0.1095 0.1111| f vergelijk deze met de exacte kansverdeling (lijst kans).

’ : 10] 150] 0.075  0.0833| § Njeuwe simulatie: klik op de definitie van ogen en druk

° 8 11 119] 0.0595  0.0536 [} opter. Hoe groter n, hoe kleiner de variabiliteit.

11 5 12| 58| 0.029  0.0278

12 8

1310

4 9 24%

= 7 %180/7 f1(x) =-iﬂ"x—7|+$

16 9 g1 6

7| 6 5 12% 1

18 7 s

— N | | | L T~
| 5 |

|z =mu“d|w,3_::3’4;| 12 3 4 5 6 o;en g8 8 10 11 12 13

Simulatie met steekproefgrootte n=2000. Weinig variabiliteit in de relatieve frequenties van
steekproef tot steekproef, goede benadering van de exacte kansen.

2.2 Meerdere dobbelstenen werpen

Werp 10 dobbelstenen. Om de exacte kansverdeling te bepalen van het totaal aantal ogen kun
je in principe de som berekenen voor elk van 6" =60466176 mogelijke uitkomsten (dit zijn
geordende 10-tallen), elke uitkomst heeft kans 1/6™ . De frequentietabel van het totaal aantal
ogen delen door 6' levert dan de exacte kansverdeling. Deze werkwijze kun je
programmeren maar de rekentijd is veel te groot.

Een recursieve aanpak is veel sneller, waarbij we de frequentietabel voor n dobbelstenen
bepalen uit de frequentietabel voor (n-1) dobbelstenen, startend met de tabel voor n=1.
Hier volgt de werkwijze voor n=1,2,3,4

Som: 123456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
n=1:111111209d000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 O
n=2: 0123456043 2 1 0 0000 0O0UO0O0 00 O
n=3: 001361015212527 27 25 21 1510 6 3 1 0 0 0 0 0 O
n=4: 0 0 0 1 410203556 80104 125140 146 140 125104 80 56 35 20 4 1

Merk op dat 104 = 6+10+15+21+25+27, elk getal in een rij is de som van de 6 getallen links
ervan in de rij erboven (vul denkbeeldig aan met nullen als je te weinig getallen hebt).
Waarom is dit zo?
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Hier volgt het programma:

* somfreq 207120

>

Define somfreq(aanmi)=
Func
© solnfreq(aautal] levert een lijst met de frequenties van het totaal aantal ogen bij het werpen van"aantal"
dobbelstenen.
Local oud,nieuw,nkj,i
m:=6* aanial
oud:=seq(0,ic,1,n)
nieuw:=oud
For k1,6
oud [k] =1
EndFor
For k,2,aantal
For j, 1,6k
nieuw M =0
For i,1,6
If j—i=0 Then
n.r'euwm ::nieuwm+oud [j—f]
EndIf
EndFor
EndFor
oud-=nieuw
EndFor
tReturn right(oud,n—aaanl)
EndFunc <

somfreq(4)
{ 1,4,10,20,35,56,80,104,125,140,146,140,125,104,80,56,35,20,10,4,1 }

somfreq(lO)
{ 1,10,55,220,715,2002,4995,11340,23760,46420,85228,147940,243925,383470,5765¢

dim(somfreg(l 0)) 51
sum(somfreg(lO)) 60466176

6 10 60466176

Hiermee kunnen we nu ook dynamisch de kansverdeling voorstellen van het totaal aantal
ogen 'Y bij het werpen van een aantal dobbelstenen n naar keuze. VVoor de toevalsvariabele Y

geldt Y =X, + X, + X, +...+ X, met X, = aantal ogen bij de i-de dobbelsteen.
Ganadat E(X;)=35 en Var(Xi):i’—g, zodat

E(Y)=E(X,)+E(X,)+E(X;)+...+4E(X,)=35n en
_3n

12
Omwille van de centrale limietstelling zal Y nagenoeg normaal verdeeld zijn voor voldoend

Var (Y )=Var(X,)+Var(X,)+Var(X;)+...+Var(X,)
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grote n, het kanshistogram (op dichtheidsschaal met klassenbreedte 1) voor n=10 illustreert
dit al duidelijk.

n=3*3

som:=seq(iin,6-n) » {34,56,7,80,10,11,12,13,14,15,16,17,18 }

somfreq(n) » {1,3,6,10,1521,25,27,27,2521,15,10,6,3,1 }

_somfreq(n) { 1 11 5 5 7 25112 75 5 1 1 1 }

6n 21672 36 108 72 72 216 8 8 216 72 72 108 36 72 216

M

]

n:=10 = 10

som:=seq (i,i,n,6- n)
- {10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,3

somfreq(n)
> {1,10,55,220,715,2002,4995,11340,23760,46420,85228,147940,243925,383470

0.084

0.06+

35'n
fl(x):=n01'def(x,3.5- n, )
12

kans

0.04

0.02+

0.00— T
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

som
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3 Muntstukken werpen
Fischbein en Schnarch (1997) stelden de volgende vraag aan leerlingen:

De kans op minstens 2 keer kop bij 3 keer werpen van een muntstuk is
Kleiner dan / Gelijk aan / Groter dan
de kans op minstens 200 keer kop bij 300 keer werpen van een muntstuk

Laat ons beide situaties 20 keer simuleren (herhaal dit ook eens):

randbin(3,0.5,20) » {2,2,1,2,3,1,1,2,3,1,22,1,1,2,1,212,1}

randbin(300,0.5,20)
» {153,146,139,146,130,137,158,142,141,163,143,135,162,151,148,148,145,145,143,173 }

Het antwoord op de vraag blijkt duidelijk “Groter dan”.

Het aantal leerlingen met het verkeerde antwoord “Gelijk aan” (meest voorkomende fout)
nam toe met de leeftijd van de leerlingen van 30% (leeftijd 11 jaar) tot 80% (leeftijd 17 jaar)!

Het antwoord is ook zonder simuleren evident als we denken aan de wet der grote aantallen:
bij 300 keer werpen van een munstuk verwachten we ongeveer 150 keer kop, aangezien de
relatieve frequentie hier al een goede benadering zal leveren voor de kans op kop 1/2.

Het is ook mogelijk om de kansen te berekenen in beide situaties:

>

Een muntstuk n keer werpen
kiesn:=3 » 3
aantal keer kop: aantal::seq(k,k,o,n) ’ {0,1,2,3}

1
kansen: kans:binodef(n,E) » {0.125,0.375,0.375,0.125 }

12
kans op minstens 2/3 van n keer kop: binomCdf(n,E,g' n,n) » 0.5

<

T T T T T T T T T T T T T T T
-02 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 22 24 26 28 3.0 3.2
aantal
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- ___________________________]
Een muntstuk n keer werpen -

kies n:=300 » 300
aantal keer kop: aantal::seq(k,k,o,n)

1
kansen: kans:—binodef(n,E)

12
kans op minstens 2/3 van n keer kop: binomCdf(n,E,g- n,n) » 4.007449

<

0.050
&

0.0404

0.0304

kans

0.0204

| J

T T T T T T
180 200 220 240 260 280 300

0.000
T
320

T T T T
100 120 140 180

T T T T T
-20 0 20 40 60 80
aantal

4 Kansverdelingen ontdekken
4.1 z-scores versus t-scores
Stel X ~ N (,u,o) (de toevalsvariabele X is normaal verdeeld met gemiddelde u en

standaardafwijking o ).
Trek uit deze populatie een steekproef met grootte n, dan geldt voor het

. N2 (o)
steekproefgemiddelde: X ~ N (u,— :
A/n

—£-N(01).

Jn
Als de populatiestandaardafwijking o niet gekend is, dan wordt ze geschat met de
ATH

steekproefstandaardafwijking s. Zo ontstaat de nieuwe toevalsvariabele T = S
Jn

X — )
su via hun

Standaardiseren levert Z =

.. X —
We vergelijken de “z-scores” z = — met de “t-scores” t =
Jn Jn
dichtheidshistogrammen in een concrete simulatie met populatiegemiddelde 1 =100,
populatiestandaardafwijkingo =10, steekproefgrootte n=4.
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.

steekproef: :randNorm(IOO, 10,4)
» {87.3683,106.353,106.657,07.4976 }

steekproefgem::Luean(steekproef) » 99.4689
steekproefgem—100

zscore.= » -0.106214
5
steekproefgem—100
tscore:= » -0.116499
stDevSamp(steekproef)
2

dim(zscores) » 2108

# [ zscores Etscores C D
= =capture(zscore,1) =capture('tscore,1)
1 -1.98426 -1.80249
2 0.491095 0.359627
3 0.427827 1.73139
4 -0.203485 -0.411648
5 -0.255093 -0.165516
6 1.34366 2.70067
7 0.376885 0.390711
8 -0.693779 -0.632085
A AnTn 4 reaAra IEIEI

"
tscores: =capmre('tscort, 1)

Klik om wariabele toe te woegen

Zscores

Klik om wvariabele toe te voegen

tscores

De t-scores vertonen een grotere spreiding dan de z-scores.

- _____________________________________________________|]

0.40

0.30+

Dichtheid

0.20+4

0.10+

0.00 T

-1

ﬂ(x)::nordef(x,D, 1}

0 1 2 B 4
Zscores

Dichtheid

tscores

De t-scores zijn verdeeld volgens een t-verdeling met 3 vrijheidsgraden (3=n-1),
wel klokvormig maar niet normaal verdeeld!
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4.2 De chi-kwadraatverdeling
Stel dat Z,,Z,,Z, onafhankelijke standaardnormaal verdeelde toevalsvariabelen zijn:
Z,~N(01).

Wat is de kansverdeling van de toevalsvariabele X =Z,°+Z,> +Z,2?

Werkwijze: kies lukraak drie getallen uit een standaardnormale verdeling , kwadrateer die

getallen en tel ze op, dit levert alvast een aangenomen waarde X = z,> +z,° +z,° van de

toevalsvariabele X. De waarde van X is hierbij onvoorspelbaar en de getallen z,,z,,z, komen

naar ons toe volgens het kansmechanisme van een standaardnormale dichtheidsfunctie.
Doe dit heel vaak en zet de zo verkregen getallen x uit in een histogram op dichtheidsschaal,

de wet der grote aantallen garandeert dat het histogram goed zal aansluiten bij de exacte
kansverdeling (dichtheidsfunctie) van X.

De chi-kwadraatverdeling
n:=5000 » 5000

som:=(randN0rm (0, 1 ,n)) 2 +(randN0rm (0, 1 ,n)) 2 +(randN0rm (0, 1 ,n)) 2’
> { 5.19235,1.33051,0.514628,6.37197,0.857332,0.924573,1.59978

(<] > |

Dichtheid

14 16 18 20

som

De variabele X heeft een chi-kwadraatverdeling met drie vrijheidsgraden.

Onderzoek nu de kansverdelingvan Y =Z,*+Z,° +Z,*+Z,* , met Z, ~ N(0,1).
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5 De gewetensvolle professor

Uit ervaring weet een professor dat de examenscores van zijn grote groep studenten normaal
verdeeld zijn met een gemiddelde van 11 op 20 en standaardafwijking 2,5: u =11 en
o=25.

De gewetensvolle professor stelt volgens hem vragen van dezelfde moeilijkheidsgraad aan
groepen van 15 studenten (examens in de voormiddag en namiddag).

In één groep zijn er maar 5 studenten geslaagd, in een andere groep zijn er 10 geslaagd. Moet
de prof zich zorgen maken over de moeilijkheidsgraad van de examens?

Laat ons dit eerst eens simuleren:
{12.,14.,12.,12. 14. 14.,14.,12.,13.,10.,17. ,8.,11.,11.,9. }
{12.,10.,10.,15.,10.,15.,12.,10.,16.,11.,7..6.,11.,9.,11. }

groepl: —round(randNorm 11 2.5 15),0)
( )0) »

groep3:=round(randNorm(11,2.5,15),0) » {13.,11.,10.,12.,10.,14.,12.,11.,13. 9..12. 5. 8..10..5. }
( )0) »
( )0) »

groep2: round(randNorm 11,2.5,15),

{9.,12.,9.,9.,7.,13.,11.,13.,10.,11.,7.,19.,7.,8.,12.}
{14.8.9.,13.,9.,13.,11.,10.,10.,14.,10. 9. 6.,14.,14. }

groep4:=round (randNorm 11,2.5,15),
groep5: round(randNorm 11,2.5,15),
countlf(groepl,rEIO) » 13
countIf(groepZ,?ElO) > 12
countlf(groepS,?zlo) » 11
countlf(groep4,?210)
countlf(groepS,?EIO) > 10

Simulaties van 5 groepen levert minstens 8 studenten geslaagd, maar misschien is dit toeval ...

Hier volgt een simulatie van 30 groepen:

geslaagd:=seq(count[f(randNorm(1 1,2.5, 15),?29.5),}’{, 1,30)
> { 13,10,10,12,10,13,12,9,13,10,10,11,12,9,11,11,8,10,12,10,10,11,10,10,11,10,11,9,11, 12}

Ook voor deze 30 groepen zijn er telkens minstens 8 studenten geslaagd.
Nu begint de prof toch ongerust te worden...

De volgende pagina toont een simulatie van 2000 groepen, er is maar één groep met 5
studenten geslaagd...

De prof beseft dat er iets aan de hand is en berekent de exacte kans. De kans dat een student
slaagt is 0,726 :

normCdf(9.5,20,11,2.5) » 0.725588

Het aantal studenten dat slaagt voor een groep van 15 studenten is binomiaal verdeeld met
parameters n = 15 en p = 0,726.
De kans dat er 5 studenten geslaagd zijn is slechts 0,14%:

binomPdf(15,0.726,5) » 0.001445

De prof zal dus best de examenvragen nog eens onderzoeken.
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-]
geﬂaang%eq(counﬂf&andann(lL2.5J5)329.5lkJ12000)

> {14,11,10,,13,10,,10,11,10,10,12,11,11,6,,9,,11,9,8,12,10,11,11,12,13,11,13,11,13,8,12,8,9,]
countIf(geslaagd,?=5) 1

countlf(geslaagd,?=10) » 352

B

» 0.176
2000 »

normCdf(9.5,20,11,2.5) » 0.725588  normCdf(9.5,»,11,2.5) » 0.725747
binomPdf(15,0.726,5) » 0.001445  binomPdf(15,0.726,10) » 0.188658

<

24% 4

18%7

Percentage

2
=S
L

6%

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
geslaagd

Merk op dat de kans op 10 studenten geslaagd 18,9% is, deze simulatie van 2000 groepen
levert een relatieve frequentie van 17,6% als benadering.
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Inleiding tot TI-Nspire CAS ipad app
gebruik van ICT in de tweede graad

Paul Verbelen

1 Kennismaking met TI-Nspire CAS

TI-Nspire is een ict-tool voor gebruik in wiskunde, wetenschappen en andere. Van deze tool bestaan
een CAS-versie en een niet-CAS-versie. Je kan TI-Nspire gebruiken als computersoftware (zowel pc als
mac), met een handheld en ook als een ipad app. Op elk van deze platformen zijn zowel de inhoud als
de werking nagenoeg identiek.

De ipad-app heeft de draagbaarheid van de handheld, maar met het grotere scherm ook de voordelen van
de software. Dat laatste komt zeker tot uiting bij meetkunde en statistiek. Bovendien is het touchscreen
een voordeel voor de huidige digital natives.

TI-Nspire CAS is gebouwd rond de samenwerking van zes verschillende toepassingen of modules: re-
kenmachine, grafieken, meetkunde, lijsten en spreadsheet, gegevensverwerking en statistiek, notities. De
software en de handheld hebben nog een zevende toepassing: vernier dataquest voor het gebruik van
sensoren. Deze module is voorlopig niet ingebouwd in de app.

TI-Nspire werkt met mappen en documenten (bestanden). Elk document bevat minstens één “opgave”
en elke opgave bevat minstens één “pagina”. Binnen een opgave wordt elke variabele gedefinieerd in een
module, herkend in elke andere module.

» B A

©

Opgave 2

2 Rechten

2.1 De rechte als grafiek van een eerstegraadsfunctie

We starten de app en maken een nieuw document waarin we een module Grafieken openen. In het
invoervak creéren we de eerstegraadsfunctie f(z) = 2z + 3. Bevestig met enter en de grafiek, een rechte,
wordt getekend. Het functievoorschrift wordt getoond naast de grafiek.

98



Als we de rechte vastgrijpen in het midden, dan kunnen we de grafiek verschuiven. Als we de rechte
vastgrijpen aan een uiteinde, dan kunnen we de grafiek roteren rond haar snijpunt met de y-as. In beide

ST
-
@B
Py

Map tosvosgen

Rekenmachine

Grafieken

Uisten & Spreadsheet

Gegevensverwerking &
Statistiek

Notites

Map

-5 i o
Hooldscher  Tosvosgen Documents HhE B 2

[im| sl

gevallen wordt het functievoorschrift automatisch aangepast.

2.2 De rechte met gegeven vergelijking

We kunnen een rechte ook tekenen met behulp van een vergelijking. Klik hiervoor op het Tools-symbool
en kies nadien Grafiek invoeren/bewerken - Vergelijking - Lijn. Er zijn 3 alternatieven. We

e

st

i)

opteren voor de laatste mogelijkheid. We geven waarden aan de coéfficiénten en drukken enter.

< Vergeiking L

£1()=2.04-x+4.66 ¢

Document &

2.3 De rechte “als tekst”

Een andere manier om rechten en andere krommen te tekenen is door gebruik te maken van “tekst”. Ga
naar Tools - Acties - Tekst en enter. In het tekstvenster schrijven we de vergelijking van de kromme
= ...”. Daarna slepen we het tekstvenster naar de z-as of naar de

in de vorm “y = ...” of in de vorm “z

y-as. De grafiek verschijnt.

e 3 B A
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Verbergen/Weergeven

Beperkte beweging
Ales wissen
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2.4 De rechte door twee punten

Een laatste manier om een rechte te tekenen is een zuiver meetkundige: een rechte door twee punten.
Dit kan zowel in de module grafieken als in de module meetkunde. In het laatste geval kunnen we de

vergelijking van de rechte niet opvragen. Deze module werkt zuiver meetkundig.

Kies Tools - meetkunde (alleen in grafieken) - punten en lijnen - lijn en enter. Klik tweemaal in
het werkblad, om twee punten te selecteren, en de rechte verschijnt.
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3 Parabolen

3.1 Parabolen tekenen

Parabolen kunnen getekend worden als de grafiek van een tweedegraadsfunctie, met een gegeven verge-
lijking en met behulp van een tekstvenster. Als we de grafiek vastgrijpen bij de top, dan kunnen we de
grafiek verschuiven. Als we de grafiek vastgrijpen in een ander punt , dan kunnen we de opening wijzi-
gen en ook een dalparabool laten overgaan in een bergparabool (en omgekeerd). Het functievoorschrift
of de vergelijking wordt automatisch aangepast. We tekenen de tweedegraadsfunctie met voorschrift
f(z)=2%+ 3z — 4.

Haofdscherm  Toavosgen

£1(x)=x2+3x—4

X
19.99 \/ 234

Via Tools - Tabel - Tabel met gesplitst scherm bekomen we onmiddellijk een tabel met functiewaar-
den. Met Tools - Functietabel - Functietabelinstellingen bewerken ... kunnen de instellingen
gewijzigd worden en met Tools - Functietabel -Tabel verwijderen wordt de tabel opnieuw verwijderd.

(=2 i3xa | (1002

f1()=x2+3-x-4

@ » 8 8

Via Tools - Venster/Zoom kunnen de vensterinstellingen aangepast worden. We werken met een ipad,
dus we kunnen met één vinger het venster verslepen en met twee vingers in- en uitzoomen. We kunnen
ook zoomen door te slepen op een maatstreepje van een van de assen. Willen we slechts op één as de
instellingen wijzigen, dan kiezen we eerst Tools - Acties - Beperkte beweging en slepen daarna op
de as die we willen wijzigen.
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3.2 Spoor

Via Tools - Spoor - Grafiekspoor kunnen we de grafiek volgen met behulp van de pijltjestoetsen
rechtsboven. Telkens we een merkwaardig punt van de grafiek ontmoeten wordt dit weergegeven. Als we
zo'n punt willen bewaren op de grafiek, druk dan op het gewenste punt tot de codrdinaat verschijnt.

] R

< Tools Spoor & Hoofdscherm  Toevoegen

Grafiekspoor Sl Bl U

= Alles volgen 2089 2 = 2089 Ay

Volginstelingen...
m m

Meetiundig spoor
m m
© ©

1 (1) =x?+3- x4 (=23 x4
L ) .

F19.99 \/ / 23.48] 19.99° ’\/ /A zs.ié

8.09 8.09 f:(4,0)

3.3 Snijpunten van grafieken

We gaan op zoek naar de snijpunten van twee grafieken.
Ook hier zijn verschillende mogelijkheden.

De eerste mogelijkheid is via Tools - Grafiek analyseren - Snijpunt en enter. Kies in het grafiekven-
ster een ondergrens en een bovengrens. Het snijpunt tussen deze waarden wordt aangeduid op de grafiek.
Als er meerdere snijpunten liggen tussen de gekozen onder- en bovengrens, dan wordt er toch maar één
snijpunt weergegeven. Het nadeel aan deze methode is dat we voor elk snijpunt de procedure moeten
herhalen.

|| oo Gratiok analyseren

Nulpunt
o Minimum .98 4y (-1 8] (=>4 2()-x+1 [n] 2(x)-x+1
Maximum
m m m
Snipunt
ES ™ =
Buigount
dyidx @
Integraal (2 01 ()=2-4
egrensd gebied 1 1, 1,
seqensa d \ 5 :
je—
256 Kegelsnedes analyseren i [EX] b6 T B izhe T (B
(-1.79,-0.791),
9.29 9.29

De tweede mogelijkheid is via Tools - Meetkunde - Punten en lijnen - Snijpunt(en) en enter.
Selecteer daarna beide grafieken door erop te tappen. Meteen worden alle snijpunten weergegeven.

s 1 B

Document 6 h2 e 7 Hoofdscherm  Toevoegen

- | < Westkunde Punten en lijnen
o [CH BRI
Punt op 8.98 Ay
Snijpunt(en)
Lijn

Lijnstuk

© 3 B A

Halve lijn

Raakijn \
Vector /l
X

[12.96 Cirkelboog 1 133 -12.96

133
(-1.79,-0.791)

Naast deze meetkundige manieren kunnen we ook gebruik maken van algebra. Open de module Reken-
machine en schrijf: solve(f1(z) = f2(x),x). Druk enter en de vergelijking wordt opgelost.
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Open de module Notities en open een wiskundevak met Tools - Invoegen - Wiskunde vak en enter.
Voer nu dezelfde vergelijking in druk enter.

1 5

Hoofdscherm  Toevoegen

Wiskunde vak

Chemie-vak = (J2r) Jars
ama e

Fr— solve(f1(x)=£2(),)

Commentaar

Het voordeel van deze laatste manier wordt duidelijk als we een of beide voorschriften wijzigen. Op de
grafiek worden de snijpunten direct aangepast. Maar ook in de module Notities worden de snijpunten
gewijzigd. Deze module is dynamisch. In de module Rekenmachine gebeurt er niets, deze module is
statisch.

4 Een veeltermfunctie van de derde graad

We bestuderen de veeltermfunctie met voorschrift f(x) = 2% —4x+3. We openen een module Grafieken,
voeren het voorschrift in en tekenen de grafiek. Met behulp van Tools - Grafiek analyseren kunnen
we de nulwaarden, extrema, buigpunten en integralen zoeken.

535 T e =3 o Wi e

Document 8 g 8 foofdscherm  Toevoagen Document 8 SO Hoofdscherm  Tosvoegen

oL M e AR -]

SO
2

solve(f1(x)=0.x) » —— or x=1 or x=
m
m sﬂlve( (ﬂ(x))#’l,x) imxﬁ#

k]
@ & B

solve(f1(x)>0.x)

559 0.2 X 559 02 3
147 147

Van deze functie kunnen we ook op eenvoudige wijze het domein beperken. We beperken het domein tot

2f 2v/3 . 2f _2V3

het interval | — —— —[ op volgende wijze fl(z) =2° — 4z +3 | — 3
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Ook het invoeren van functies met een meervoudig voorschrift is eenvoudig. Bijvoorbeeld:

ipad = 1544
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5 Schuifbalken

We openen een nieuwe Opgave en daarin openen we Grafieken. Via Tools - Acties - Schuifknop
invoegen maken we een schuifbalk voor de parameter m. We geven de variabele de naam m en de waarde
5. Verder laten we m variéren tussen -5 en 5 met stapgrootte 1. De andere items laten we ongewijzigd.
Nadien maken we een schuifbalk voor de parameter g en we gebruiken voor g dezelfde waarden als voor m.
We verplaatsen beide schuifbalken naar een geschikte plaats. Tenslotte voeren we het functievoorschrift
fl(x) :=m -z + q in. Wijzig de waarden van de parameters en bekijk het resultaat.

< Tools Acties

Verbergen/\Weergeven

. Beperkie beweging

Ales wissen
Tekst

Berekenen

e 3» B A

Schuifknop invoegen

Annuieer  Schuifregelaarinstellingen

Variabele:

Waarde

Maximum:

Stapgrootte:

stjt:

Uitkomst:

Geminimaliseerd

Variabele weergeven

Schaal weergeven
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f1(x)=m- x+q

Open een nieuwe grafiek en voer het voorschrift f2(z) = a- 2% +b-x + ¢ in. Maak daarna schuifbalken
voor de parameters a, b en c. Wijzig de waarden van de parameters en bekijk het resultaat.

)

Document 6

s\3 Ay

2(x)=a-x>+b-x+c

0.5

6 Statistiek
Bij statistiek gebruiken we het bestand redders.tns. Open dit bestand. In de module Lijsten & Spread-

sheet zien we veel data.

We gebruiken deze data om de verschillende aspecten van de beschrijvende statistiek te onderzoeken:
statistische kenmerken (gemiddelde, mediaan, ...), histogram, boxplot, ...

7 Nieuw in versie 4

We eindigen deze sessie met enkele nieuwigheden uit versie 4.
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TI-Nspire CAS ipad app
gebruik van ICT in de derde graad

Paul Verbelen

1 De parameter b bij een parabool

(Bewerkt uit T3 Cahier 15 van E Goemare, G Herweyers, D Ramboer)

De betekenis van de parameters a en b in het voorschrift f(z) = a-2? +b-x + c is eenvoudig te verklaren.
Iets meer ingewikkeld is de betekenis van de parameter b.

We openen een nieuwe Opgave, we kiezen Grafieken en we tekenen de fweedegraadsfunctie met voor-
schrift f(z) = 22 +b-x+ 3. Voor de parameter b maken we een schuifbalk met waarden van -5 tot en met
5 en met stapgrootte 1. Zet de animatie aan en kijk naar het verloop van de opeenvolgende parabolen.
Vanaf het moment dat je weet waar te kijken wordt het eenvoudig: de toppen van de opeenvolgende
parabolen lijken zelf een parabool te vormen. Dat gaan we onderzoeken.

We construeren de toppen van de verschillende parabolen als b opeenvolgende waarden aanneemt. De

b b? — 4

codrdinaat van de top van de parabool y = a - z? + b - x 4 ¢ wordt gegeven door <—2, —4“) .
a a

b b2 —12

Dat wordt in dit voorbeeld <2, !

met de z-codrdinaten van de top en een lijst met de y-codrdinaten.

). In de module Notities maken we twee lijsten: een lijst

b
tx = seq(—§, b,—5,5,1)

b? — 12
1 bv _5a 5, 1)

ty := seq(—
Nadien tekenen we in Grafieken via Tools - Grafiek/invoeren - Puntenwolk de verschillende toppen.
De verschillende toppen lijken inderdaad op een parabool te liggen. Het is mogelijk om de vergelijing van
de parabool te vinden. In Notities gebruiken we daarvoor Tools - Berekeningen - Statistieken -
Statistiekberekeningen - Kwadratische regressie. Als X-lijst gebruiken de de lijst tz en als Y-lijst
de lijst ty. De vergelijking van de parabool is y = —2% + 3.

£1()-x2+b- 43

X
) t / T g (88 s cos tn 4 |0
G El e e e e =

(2.5,3.25)
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£2(0)=1.-x%+0.-x+3.

6.67

4(2) =2-x+b.

Bijgevolg is het afgeleid getal van f in 0 gelijk aan b. De grafiek van f snijdt de y-as in ﬁ:et punt met
coordinaat (0,3). De vergelijking van de raaklijn aan de grafiek in dit punt wordt dan gegeven door
y—3=b-(x—0)of y=>b-2+4 3. De waarde van b is dus steeds de richtingscoéfliciént van de raaklijn
aan de (veranderende) parabool in het snijpunt met de y-as.

ot 506 z 3

Document 7

We kunnen aan b ook nog een andere betekenis toekennen. Als f(z) = 2%+b-2+3, dan is

ofdscherm  Toevoegen Document 7
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(2.5,3.25)

2()=1.x2+0.x43. ()1 x240.x43. )= 1.x250.0 x5,

7.3

2 Reéle functies: een vraagstuk

Een sportvliegtuig vliegt van A naar B. De hoogte h van het vliegtuig uitgedrukt in functie van de tijd ¢
wordt gegeven door h(t) = —t* 4 16t> — 88t + 192t. Hierbij wordt h(t) uitgedrukt in meter en ¢ in uren.

(Uit Van basis tot limiet 5/6, Reéle functies)
Gevraagd:

Hoelang duurde de vlucht?

Wanneer bevond het toestel zich het hoogt in de lucht? Hoe hoog was dat?

Een tijdje na het opstijgen kwam het vliegtuig in een luchtzak terecht en verloor het hoogte. Bepaal
het laagste punt tijdens deze luchtzak. Op welk tijdstip was dat?

Na 1 uur vliegen bevond het toestel zich op een hoogte van 119 m. Hoe lang vloog het toestel hoger
dan 119 m?

Elk van deze vragen kan zowel grafisch als algebraisch opgelost worden.

Eerst zoeken we op grafische wijze de oplossingen.
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Nadien zoeken we op algebraische wijze de oplossingen.
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X

de algebraische oplossing hebben we ook

3 Analyse: afgeleiden

We tekenen de grafieken van een functie, van de eerste en van de tweede afgeleide functie. Op die manier
kunnen we op grafische wijze de verbanden zien tussen deze drie functies.
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We kunnen ons ook beperken tot twee grafieken. Door het verbergen van de eerste afgeleide zien we het

verband tussen de functie en de tweede afgeleide
tussen de eerste en de tweede afgeleide.
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Als we het voorschrift van de functie wijzigen, dan worden alle grafieken meteen aangepast.

Pad =

Hoofdscherm  Toevoegen

191

Document 8

1942

Hoofdscherm  Toevoegen

Document 8

44

Rl

£1():=x%—4-x+3 > Klaar

ﬂ(x):=dix(ﬂ (x)) » Klaar

d2
B(x)::—z(ﬂ(x)) > Klaar
dx’

©

I

£ e

£1()=x2—4-x+3

© » B A

8.61

109



4 Ruimtemeetkunde: een klassiek probleem anders aangepakt

(Bewerking van Meer wiskunde, minder rekenen (uit de syllabus van het 12de T3-symposium in 2009)
van P Tytgat en H Eggermont)

We behandelen volgend vraagstuk:
Gegeven: A(3, —1, 1), B(5, —3, 1), C(3, 3, 5); m is de rechte door C' met als richtingsvector d(1, 0, 2).
Gevraagd: toon aan dat er door het punt P(3, 1, 1) geen rechte mogelijk is die zowel AB als m snijdt.
(Uit Delta 5/6, Ruimtemeetkunde)

De ‘klassieke’ aanpak door de leerkracht:

e Construeer het vlak o door AB dat P bevat. Dit kan, omdat P niet op AB ligt. (Elke rechte die
AB snijdt en door P gaat, ligt in «.)

e Er zijn nu twee mogelijkheden. Indien de rechte m het vlak « niet snijdt, is het gevraagde aange-
toond; snijdt de rechte m het vlak « in een punt, dat we S noemen, dan is het gevraagde aangetoond
als PS de rechte AB niet snijdt.

m

Voor het opstellen van de vergelijking van het vlak « zijn er verschillende standaardprocedures mogelijk,
maar het snelst gaat het wanneer we opmerken dat de punten A, B en P als z-coérdinaat 1 hebben: we
vinden dan meteen oo <> z =1.

e Voor de vergelijking van m vinden we

3+ s
m«<< y = 3
z = b+2s

Voor het eventuele snijpunt van o en m zoeken we de waarde van de parameter s waarvoor 1 = 5+42s;
op zicht kunnen we hieruit s = —2 afleiden. Het snijpunt S heeft dus als coérdinaat (1,3,1).
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e De rechten AB en PS zijn evenwijdig en disjunct, aangezien E(?, —2,0) en ﬁ(—?, 2,0) veelvou-
den zijn van elkaar en P niet op AB ligt. Hiermee is het gevraagde aangetoond.

Een alternatieve aanpak van een leerling:

Een leerling redeneerde als volgt:

e Beschouw de variabele punten L op AB en M op m.
e Stel de vergelijking van LM op.

e Toon aan dat P nooit op LM ligt.

1
Een richtingsvector van AB is 7,43(1, -1,0) = 51@ Het punt A(3,—1,1) behoort tot de rechte.

De vergelijking van de rechte is

r = 347
AB& < y = —1—7
z = 1

Bijgevolg heeft L een codrdinaat van de vorm (3 + r,—1 — r, 1) met r een willekeurig re€el getal.
Op dezelfde manier vinden we co(M) = (3+ s, 3,5 + 2s).

—
Een richtingsvector van LM is dus LM (s — r,r +4,2s + 4).

Als we L als steunpunt gebruiken, dan wordt de vergelijking van de rechte LM gegeven door

x = 34r+(s—r)-t
IM©{ y = —1—r+(rt+4)-t
z = 1+ (2s+4)-t

Het punt P(3,1,1) ligt op LM als er waarden voor r, s en ¢ bestaan zodat

3 = 3+r+(s—r)-t
1 = —1—r+4+(r+4)-t
1 = 14+ (25+4)-t

Het bekomen stelsel is een niet-lineair stelsel. Het is onmiddellijk duidelijk dat deze methode alleen zinvol
is als men beschikt over ICT. De app heeft geen enkel probleem met het oplossen van dit stelsel.
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Er blijkt geen oplossing te zijn en dus is er geen rechte door P die zowel AB als m snijdt.
Beter of minder goed?

Een voordeel van de leerkrachtenaanpak, vanuit algebraisch standpunt, is dat er slechts één parameter
wordt ingevoerd, terwijl er in de leerlingenaanpak meteen drie zijn. Wie zonder CAS is gevormd, heeft
de gewoonte ontwikkeld om altijd zo weinig mogelijk onbekenden in te voeren, om het aantal op te lossen
vergelijkingen te beperken. Velen onder ons zouden de bovenstaande leerlingenaanpak daarom vroegtijdig
stopgezet hebben en naar een (algebraisch) elegantere oplossing gezocht hebben. Een andere vraag is wat
er positief is bij deze aanpak. Enerzijds heeft deze leerling een redenering ontwikkeld, zonder gehinderd
of vertraagd te worden door wat rekenwerk. Bovendien vereist zijn oplossingsmethode een goed begrip
van de betekenis van de verschillende parameters r, s en t.

5 Analyse: samenstellen van functies

(Idee aangebracht door P Boogmans)
Gegeven: de grafieken van 2 functies f en g.
Gevraagd: construeer de grafiek van de samenstelling ¢°f.

Oplossing:
1
We openen een nieuwe Opgave en Grafieken. We tekenen de grafiek van f(z) = ix — 1 en de grafiek

van g(z) = 22 + 22 + 2. Vermits het in TI-Nspire niet mogelijk is om grafieken te tekenen met de “losse
hand” moeten we wel langs voorschriften om. Vanaf nu vergeten we deze voorschriften. We verbergen de
voorschriften.

Op de z-as kiezen we een willekeurig punt en zoeken het beeld ervan door f. Het beeld van x door f
wordt nu de “x-waarde” voor g. Hiervoor spiegelen we het beeld om de eerste bissectrice. Merk op dat
we deze bissectrice moeten tekenen als een rechte door 2 punten. Als we de bissectrice tekenen met de
vergelijking y = 2, dan kunnen we de rechte (een grafiek) niet gebruiken als spiegelas (wat toch wel een
minpunt is). Hierdoor bekomen we een nieuw punt op de x-as. Van dit punt construeren we het beeld
door g. Dit laatste punt is het beeld van x door ¢°f.

6.67 4y 667 fv 6.67 4y

B
» B B
3 B A

®
; \
i

®

e

(5,5
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Er zijn twee manieren om de grafiek van de samenstelling te visualiseren. In de eerste manier wordt de
grafiek punt voor punt getekend via Tools - Spoor - Meetkundig spoor. Daarna tappen we op het
getekende punt van de grafiek en vervolgens verschuiven we oorspronkelijke punt op de x-as. De grafiek
wordt getekend.

w2 u iPad = 1842

Document 7 Hoofdscherm ~ Toevoegen Document 7

T

Grafiekspoor @ LR - (A1)

Alles volgen 6.67 Ay

(5,5
Volginstellingen...
Meetkundig spoor

© » B A
» B A

©

De tweede manier gaat via Tools - Meetkunde - Constructie - Meetkundige plaats. Selecteer
het punt waarvan de meetkundige plaats moet getekend worden, d.w.z. het geconstrueerde punt van de
grafiek. Selecteer daarna het veranderlijke punt op de z-as. De meetkundige plaats, de grafiek van de
samenstelling verschijnt in een keer.
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6 Statistiek

Aspecten van de beschrijvende statistiek, getallen genereren, steekproeven met en zonder terugleggen,
kansverdelingen, kansverdeling van het steekproefgemiddelde.

7 Nieuw in versie 4

We eindigen deze sessie met enkele nieuwigheden uit versie 4.
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