Arbeta med komplexa tal pa din
grafraknare

Hittills har du sannolikt arbetat med de flesta
typer av tal. Heltal som 0 och eller 1 000 000,
decimaltal som -2,5 eller 1,001. Du har ocksa
stott pa till rationella och irrationella tal som %
och 7. Alla dessa tal ingar i den uppsattning av tal
som kallas for reella tal. Det finns en annan upp-
sattning tal som kallas for imagindra tal, och de
innefattar alla kvadratroten av -1.

"Man kan val inte kan ta kvadratroten av negativa
tal" sager du. Nej, om du bara arbetarmed reella
tal sa kan du det inte. Men néar du vet hur du ska
anvanda imaginara tal och att de ar kvadratrotter
av negativa tal sa ar det mojligt. Det finns en defi-
nition av en konstant som kallas i och som ar lika

med ~/—1. Du kan nu berdkna kvadratrotter av
andra negativa tal. Till exempel ar

J-9=49-V1=3.i.

Som du kan se i rutan nedan finns det i huvudsak
tre fardigheter for att anvanda komplexa tal pa
din grafréaknare. Du maste veta hur din réknares
lagesinstallningar paverkar komplexa tal, hur du
skriver talet i och vilka funktioner raknaren
innehaller for berdkningar med komplexa tal. |
det har dokumentet lar du dig var och en av
dessa i tur och ordning.

Vi visar ocksa hur du utfor berdkningar med de
fyra raknesatten, addition, subtraktion,
multiplikation och division.

Din rdknare har ett lage som styr hur den
hanterar komplexa tal. Om du till exempel
forsoker ta kvadratroten av ett negativt tal i laget
Reell kommer din raknare att visa ett med-
delande:
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Om du nu pd och vaxlar till liget a+bi
kommer din raknare att ge ett komplext svar nar

du tar kvadratroten av ett negativt tal.
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Om du ska kunna hantera berdkningar med
komplexa tal pa ett korrekt och snabbt satt med
din grafréknare sa bor du ha foljande forkun-
skaper:

1. Du kan anvanda den imaginara symbolenii
bada lagena. Du kan till exempel skriva
(4+2i)/2 och fa uttrycket berdknat i l3get
REELL men du maste vara i laget a+bi for att
berakna kvadratroten av negativa tal. Du kan

byta lage i menyn [mode].
2. Symbolen i nar du genom att trycka [2nd][_]

3. Alla de funktioner som din minirdknare har
for att manipulera komplexa tal finns pa
fliken KPX i menyn [math]. Fem av dessa
kommandon ar sarskilt anvandbara: konj,
reell(, imag(, vinkel( och abs(. Tabellen pa
nasta sida forklarar dessa funktioner och ger

exempel pa hur dessa funktioner anvands.

Med din grafraknare kan du arbeta med och visa
komplexa tal i tva olika former, rektanguldr och
poldr form. For att valja ett lage for komplexa tal
sa trycker du pa tangenten z och viljer lage pa
8:e raden. Det finns alltsa tva olika lagen (format)
for att visa och gora berakningar. Det finns tva
lagen:

a+bi (rektangulart komplext lage)

re”vi (polart komplext lage)
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Vi ska nu beskriva kort de olika verktyg du har till
hans for gora berdkningar med komplexa tal. Vi
borjar med tal skrivna i rektangular form.

Tryck p& tangenten och vilj sedan fliken

KPX.

HORHAL FLYT AUTOD a+bi RAD HP ]:[

MA NUM SAN BRAK
BkonJ(

2:'reell(

2rimas(

d:yinkel(

S:abs(

&: rRekt

TirPolar

Vi visar nu bara 2 decimaler i berdknade resultat i

exempelkolumnen

Instruktion Vad utfér
instruktionen
konj ( Returnerar det

inmatade uttrycket
med omvant tecken
framfor den imagi-
ndra delen
reell ( Returnerar den
reella delen av talet
Returnerar den
imaginara delen av
talet
Berdknar vinkeln for
ett komplext tal i
polar form. Vi visar
bade for installning
radianer och grader.
abs( Berdknar magnitu-
den av ett komplext
tal
Rekt ( Omvandlar ett tal i
polar form till ett tal
i rektangular form
Omvandlar ett tal i
rektangular form till
ett tal i polar form

imag (

vinkel(

Polar (

Exempel

konj(2+3J)
2-3i

5+4j

S5+4ij
4i

vinkel(2+3i)
0.98

Vinkel (2+3i)
56.31

3+4il
5e™4 polar
3.53+3.53/

3+4i Rekt
580‘93“

Rékneoperationer med komplexa tal

Nar man adderar, subtraherar, multiplicerar och
dividerar komplexa tal s maste man dela upp
berdkningarna genom att ta realdelarna respek-
tive imaginardelarna for sig. Det ar precis som nar
man adderar och subtraherar vektorer med
varandra. Det minns du kanske fran kursen 1c.

HORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HP ]:[

(2431 )+2%(1-51)

BSOS U SRS PSP ST S USTTTUIURTRURURUPRRRUIT: ot 4.3
1+1/3%1.—-({2-1/5=%.)
e, S 1+0. 53333333331
SvarrBrak

-1+g¢i
it

Addition och subtraktion

Den forsta additionen ovan ar ju enkel. | det
andra uttrycket sa far vi forst ett ndrmevarde
men om du trycker pa tangenten och sedan
valjer 1:Brak sa omvandlas ditt komplexa uttryck
till ett braktal (det finns begransningar for brak
dar namnaren blir for stor).

Multiplikation

HORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HP n

(3+2%LIx(2+4.)

RS US TS OO S SRR URURURURURRPRPRUIN: 4.0 4.3
(5=3.)x{1-21.)

[ |

Hur gick det har till? Vi tar det steg for steg!
| den foérsta multiplikationen far vi

3:2+4+3-i+2-2i+2i-i
Vi forenklar och far da
6+7i+2-(-1)=4+7i

yiéuuzﬁzz(dfifz—z

Vi gar nu vidare med division av komplexa tal.
For att forsta hur division fungerar sa ska vi nu ta
upp tva begrepp som vi forklarade i tabellen i
foregaende spalt.
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Konjugat

Du kommer vél ihag konjugatregeln
(a+b)-(a—b)=a*—b’

Nu dyker den upp igen och blir valdigt anvandbar
nar man ska férenkla algebraiska uttryck inne-
fattande komplexa tal. Om vi har ett komplext tal
a+bi sa ar konjugatet till detta tal a—bi. Om
man till exempel har ett komplext tal 3+2/ sa
kan man berdkna konjugatet med instruktionen

MORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HF n

konJ(3+1i)

3L

Skillnaden mellan talet och dess konjugat ar att
imaginardelen har omvant tecken.

Absolutbelopp

Vi plottar nu férst tva komplexa tal i det
komplexa talplanet som vektorer.

Im
7.81e . /
" ;*///" ’
/ //ﬁs+v
1
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1

Komplexa tal kan, férutom som punkter, ocksa
representeras som vektorer som borjar i origo.
Om vi kallar det komplexa talet for z sa &r abs(z)
absolutbeloppet av talet. Det &r ocksa lika med
langden av vektorn.

Vi har tva komplexa tal u och v som visas ovan.
Om du adderar dessa tva tal sa far du

24+3i+4+2i=6+5i

Langden av vektorn z kan berdknas med
Pythagoras sats. Vi far

V62 +5° =/61~7,81

Ett annat satt for att fa ett varde pa Idngden av
vektorn u+v sa tar du absolutbeloppet av talet

och det betecknas da |z| eller |u+v|.

MORHAL FLYT AUTD a+bi RAD HF n

16+514 1

....7:810249676

Absolutbeloppet ar alltsa avstandet fran origo till
det komplexa talet i talplanet.

Vad hander nu om vi multiplicerar ett komplext
tal med dess konjugat. Vi provar for talet a+ bi.

(a +bi)-(a—bi)=a” —abi + bia — b*i* =
=a’-b*-(-1)=a’ + b’

Vi ser att den imaginara enheten i forsvinner

Detta betyder ocksa att for att komplext tal z sa
ar

z-konj(z) = |z|2

Ater till division:

N&r man dividerar sa forlanger man braket med
konjugatet av talet i ndmnaren. Da forsvinner den
imaginara delen dar. Vi far ett reellt tal i nédmna-
ren och sedan aterstar bara multiplikation av
uttrycken i taljaren.

HORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HP n

(4=-1.)/03+2.)
0.7692307692-0.84615384621,
SvartrBrak

Sa har gar det alltsa till:
4-j 3-2i 12-8i-3i+2i" _
3+42i 3-2i 3?42

_12-11i+2-(-1) 10-11i
13 13

Préva nu med nagra egna berakningar inne-
fattande multiplikation och division.

Du kan till och med arbeta med komplexa tal i
listor. Se nasta sida dar vi har multiplicerat talen i
lista L1 med talen i lista L2
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Lutll=

Nedan har vii lista L2 realdelen av det komplexa
taleni Ll ochil3 de imagindra delarna av
motsvarande tal. Nu kan vi ju plotta dessa
komplexa tal i ett komplext talplan

HORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HP

b 8-

Komplexa tal i polar form

Hittills har vi bara sysslat med komplexa tal i
rektangular form, dvs pa formen a+bi. Nu kan
man ocksa skriva tal pa s.k. poldr form som
r-e”

Dar r ar absolutbeloppet av det komplexa talet

och v ar vinkeln eller argumentet. Se figur nedan.

r=5 (3,4)

=7

Talet kan alltsa skriva som 5e’°°” . Vi har har
installningen radianer med installningen grader
far vi vinkeln till 53,1.

Vi gor nu en omvandling fran polar form till
rektangular form med raknaren.

HORMAL FLYT AUTOD o+bi RAD HP ]:[

B.9271i
Se v

...3:001180741+3. 3391141725
EE‘tu.n'l- (453D L

I35 23

Vi har ocksa anvant det exakta uttrycket for
vinkeln (argumentet). Det &r ju tan’1(4/3). Da far
vi det exakta uttrycket for talet i rektangular
form.

Ett exempel till:

HORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HFP ]]

2e ™3 Dokt
EE_{'HLHH

e .1.732050808+1
(1+I2i)=(]23+i)

3

Vi far vid omvandlingen naturligtvis narmevardet
1,7305... for /3.

Man kan ocksa mata in ett det komplexa talet
ovan pa formen

r(cos(v)+isin(v).

Talet pa den formen omvandlas beroende pa
vilken installning man har. Nedan har vi forst
installningen rektanguldr och sedan polar.

HORHAL FLYT AUTO re"(éi) RAD MP ]:[

d¥{cos{n 2)+i.sin{n 23}

TSP NSTRTRTN. 33

dx{cos{n 2)+i.sin{n 23}
415707963271
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Losning av andragradsekvationer som
saknar reella rotter

Nedan har vi plottat funktionen y =3x> +7x+5.
Vi ser att denna funktion saknar nollstallen och
ekvationen y =3x* +7x+5=0 saknar alltsa reella
rotter.

"r':l. IHZLTHE

o j

Hinimum
K=-1.16666Y Y=0,9166667

Vi borjar nu med alla lagra koefficienterna i
ekvationen. For att lagra varden sa trycker du pa
tangenten [sto=]. Det visas som en pil pa skarmen.

MORMAL FLYT AUTO o+bi. RAD HP n

3R
SO OSSO OUSTUUUROTBTSTUPOPRE - 3
7B
et
54C
OSSOSO PSSR -

Losningen av en andragradsekvation med
koefficienterna A, B och C ar

—B++/B’ —4AC

2A

Man matar in uttrycket och trycker p3 [enter]. Vi
far den ena Isningen. Vi trycker sedan pa
och véljer sedan 1:Brak. Da omvandlas termen for
den reella delen till ett brak. Vi har har valt att
bara visa 4 decimaler i svaret. (vilj 4 pa tredje

raden under [mode].

(-e+JB*-4aC ) (2R)

e 12 186748, 55281,
SvartrBrak

-1+0.55281

Den andra I6sningen blir naturligtvis sa har:

( -8-JB%-2nAc ). c2m
e .T1.1867-0.55281
SvarrBrak

§70.55281

Det exakta svaret ar

Vad hadnder nu om man @ndrar koefficienterna sa

att t.ex. B far vardet 6? Vi plottar funktionen

forst! Aven denna funktion saknar nollstéllen.
OFRHAL FASTY AUTD o+bi RAD HP []

ERAKH MIHIMUK
?1=3H!'Eﬁ*5

T N1/
\/

Himimy
K==l Y=z

Nu gor vi berdkningen av den forsta roten:

[-B+JB —4AC )/ (2R)

_"1.0008+0. 81651

En exakt berakning med programmet TI-Nspire
CAS ger foljande resultat. Kontrollera genom att
gora en exakt berdakning for hand.

Har gor vi en exakt berdakning. c framfér Solve betyder att vi
kan lésa ekvationer med komplexa l6sningar

Exakt l6sning:

[,

6
cSolve (3-x2+6-x+5=0,x) > x="1+——+i or Xx="1-—-+i
3 3

cSolve (3-x2+6-x+5=0,x) > x="1.+0.816497+i or x=-1.-0.816497-i
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