Exponentialfunktioner och
logaritmer

Tidigare i kurserna har du gatt igenom potens-
lagarna, hur man raknar med potenser och
potensfunktioner av typen y = x*>. En potens-
funktion ar en funktion som innefattar en
potensberdkning dar man haller exponenten
konstant men varierar basen. Om man i stallet
haller basen konstant och varierar exponenten
sa far man en exponentialfunktion. | kurs 1
traffade du pa exponentialfunktioner av typen
y=100-1,02"

Da handlade det till exempel om hur ett kapital
pa 100 kr utvecklas om det vaxer med 2 % varje
ar. Basen i det exponentiella uttrycket kallas for
férdndringsfaktor.

Ett samband av typen
y=C-a"

med den oberoende variabeln som exponent
kallas alltsa exponentiellt.

Basen a kallas férdndringsfaktor, och maste vara
ett positivt tal. Koefficienten C bestammer var
grafen skar y-axeln och om kurvan pekar uppat
eller nedat.

Vi plottar nu funktionen y =2-2%
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Vi ser att den vaxer hela tiden. For allt storre
negativa varden sa gar viardet mot 0.

Om vi tar det inverterade vardet av basen, dvs.
skriver funktionen som

-

far vi spegelbilden i y-axeln av kurvan y=2-2"

Den funktionen &r i stallet konstant avtagande.
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Om vi skriver funktionen som y=-2-2"sa far vi

spegelbilden i x-axeln.
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Har exponentialfunktioner nagon speciell
egenskap?
Plotta funktionen y =x* +1 och exponential-

funktionen y=1,2" i samma fonster.

NORMAL FLYT AUTD REELL RAD HMP n

I

|/ _

| borjan ser vi att y = x> + 1véxer ifran

exponentialfunktionen. For x = 5 sa ar y= 26 for
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potensfunktionen men “bara” 2,49 fér den
andra.

Vi forstorar nu vart fonster ordentligt.
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Det som hander ar att exponentialfunktionen
vaxer ifran potensfunktionen. Nar x = 40 har de
ungefar samma varde.

Detta ar en egenskap hos alla exponentialfunk-
tioner. De vaxer alltid ifran potensfunktioner.
For stora varden pa x kan de vaxa obehagligt
snabbt.

Om man investerar 1000 kronor till 5 % arsranta
sa kan sambandet mellan tiden och det kapital
man har beskrivas med formeln

y =1000-1,05"

dér y ar de kapitalet y och x den tid i ar som de
statt inne. Rantan man far laggs till vid varje
arsskifte och sedan har man det beloppet pa
kontot fram till ndsta arsskifte. Man sager att
réinteperioden ar ett ar, och att rantan kapitita-
liseras arligen.
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K=13 ¥=1885.65

Eftersom kapitaliseringen sker vid arsskiftet ska
man egentligen skriva sin funktion pa ett annat

satt. Det samlade kapitalet stiger ju precis vid
arsskiftet.

Man kan da anvanda funktionen heltalsdel, som
finns i [math]-menyn under avdelningen NUM.

Du kan enkelt inkopiera den till inmatningsraden
for funktioner.

Sa har se da grafen ut. Funktionsvardet hoppar
upp ett snapp precis vid arsskiftena.
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Hur ser da funktionen ut om kapitaliseringen i
stallet sker varje manad, dvs. vi har 12 kapi-
taliseringar varje ar? Vi andrar till 6 % arsranta
for att gora berdkningarna enklare.

Man betalar dd 6/12 =0,5 % ranta varje manad.
Forandringsfaktorn blir 1,005 och da blir
sambandet

y =1000-1,005"*".
Om x ar antalet ar sa motsvarar 12x antalet
manader.)

Om vi nu berdknar vad kapitalet blir efter ett ar
(12 manader) far vi
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1061. 677812

Detta motsvarar en arsranta pa ca 6,17 %.
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Helarsrantan ar alltsa inte 12 ggr storre an
manadsrantan.!

Hur stor ska da manadsrantan vara om man vill
att den ska motsvara en helarsrénta pa 6 %? Om
vi sdger att den ska vara x % sa kan man teckna
ekvationen

1000-(1+ x /100)** =1000-1,06
Om vi férenklar sa far vi: (1+x/100)=1,06"*

Vi kan nu |6sa ut x:
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(1.061%-1)x100
0. 4867550565

Vi ska alltsa ha en manadsrénta pa 0,487 %, inte
0,5 %.

Om vi nu matar in vara exponentialfunktioner i
editorn fér funktioner ([y=]) far vi exakt samma

varden. X dr antalet &r. Med [2nd][table] f&r vi en
vardetabell.

logn loeo

11236 | 1123.6
1191 1191

1262.5 | 1262.5
1338.2 | 1338.2
1418.5 | 1418.5
1562.6 | 1503.6
1592.8 | 1593.8
1689.5 | 1689.5
1796.8 | 1790.8
1898.2 | 1898.3
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Om vi ska plotta exponentialfunktionen dar
manadsrantan ar den nyss berdknade far vi
skriva

y=1000-1,004867.."
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Vi satter in 1000 kronor pa ett konto med 5
%: arsranta. Hur lange drdjer det innan
kapitalet har férdubblats?

Efter x ar att ha 1000-1,05* kronor pa
kontot. nar har kapitalet vuxit till 2000 kronor.

Vi kan teckna en ekvation:
1000-1,05 =2000

som foérenklas till

1,05 =2

1,05 ska alltsa upphojas till nagot sa att resul-
tatet blir 2. Vi kan naturligtvis plotta och spara
oss fram:
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Vi har har lagt in linjen y=2 och sparat oss fram
till skarningen. Finns det nagot annat satt? Jo,
man anvander sig av logaritmer.

Vi bérjar med att plotta funktionen y =10". Se

nasta sida.
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Vi ser att vardet pa y da x=1,5 ar ca 31,6. Det
betyder att 31,6 =10"°. Talet 31,6 kan allts3
skrivas som en tiopotens dar exponenten
kallas logaritm. Logaritmen for 31,6 ar alltsa
cal,>5.

Oftast anvander man sig av tiologaritmer, som
betecknas Ig, och da kan definitionen for
logaritm uttryckas sa har:

lg x ar det tal som 10 ska upphdjas till for att

man ska fa x. Detta betyder att 10" = x.

Prova nu att plotta y =10" och y=Igx i

samma koordinatsystem.
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Graferna ar varandras spegelbilder i linjen

y = x. For exponentialfunktionen ar vardet
3,16 nar x = 0,5 och for logaritmfunktionen ar
det tvartom. De ar varandras inverser.

Vi ser ocksa att logaritmer bara ar definierade
for positiva tal. For x =1 ar logaritmen O.

Om du sparar i den logaritmiska kurvan kan du
se logaritmen for talet. Du kan dven se var-
dena i en tabell om du trycker pd [2nd][table].

NORMAL FLYT AUTO REELL RAD MP 1
b Y2
1 0
2 0.301
3 0.4771
y 0.6021
5 0.699
6 0.7782
7 0.8451
] 0.9031
9 0.9542
16 1
11 1.041Y
YzBlos (X))

Tillbaka till den ekvation vi fick i problemet
med kapitalet som férdubblades. Vi kom fram
till ekvationen 1,05* =2

Nu skriver vi i vinsterledet Ig(1,05*) och da

maste vi gora likadant i hogerledet. Vi far
alltsa ekvationen

Ig(1,05%)=Ig2
Tredje logaritmlagen (lga” = x-lga ) ger da
x-1g1,05=Ig2

g2 0,301 _
lg1,05 0,0212

7

Om vi plottar y =1g1,05" och sparar i plott-
ningen ser vi att nar x ar =14,21 ary = 0,301,
som ar just Ig 2.
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¥

#=14.21 ¥=0.3010999
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Nagra exempel pa logaritmiska modeller

Har en uppgift fran en larobok:

Ljudnivan, L, fran en hogtalare med en viss
ljudinstallning avtar med avstandet d fran
hégtalaren enligt sambandet

L=k—10lg(d)

déar ljudnivan L métes i dB, avstandet mits i
meter och k dr en konstant. Pa ett avstand pa
5,0 meter fran hogtalaren mittes ljudnivan
till 51 dB.

a) Bestdm det avstand fran hogtalaren dar
ljudnivan ar 55 dB.

b) Vad hdnder med ljudnivan om avstandet
till hogtalaren fordubblas?

a) Visatter in de varden vi vet i uttrycket:
51=k-10-lg(5)

Vi beraknar sedan k:
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51+10x109(5)
97.98%970004

Nu kan vi plotta sambandet:
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Om vi sparar kan vi se att pa avstandet 2 m &r
ljudnivan ca 55 decibel.

Vi kan |6sa detta algebraiskt. Vi far ekvationen
55=58-10-Ig(d)
3
lg(d)=—
g(d) 10

Logaritmen for ett tal ska alltsa vara 0,3. Vilket
tal kan det vara? Du kommer ihag definitionen
av logaritm:

Igx ar det tal som 10 ska upphdjas till for att
man ska f& x. Detta betyder att 10%* = x.

Vi far:

10%" =r=10%*

Vifaratt r~2,0 m.

b) Om avstandet fordubblas ska vi alltsa
beradkna hur mycket ljudnivan sjunker.

Pa 2 m avstand ar ljudnivan 55 decibel. Vad
hander om vi dkar till det dubbla, dvs 4
decibel? Vi tittar pa grafen:
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Det verkar sjunka med ca 3 decibel.

Vi dubblar igen fran 4 m till 8 m:
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Det sjunker fortfarande med ca 3 decibel. Kan
vi rdkna ut att det blir s3?
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L =k—10lg(d) - (k—10lg(2d)) =
= k—10lg(d)—k +10(Ig2 +lgd) =
~10Ig(d) +101g(2) + 10lg(d) = 10lg(2) ~ 3

Stammer med vart antagande.

Vid en fordubbling av avstandet minskar alltsa
ljudnivan med 3 decibel. Att det ar sa inses
ocksa av foljande berakningar.
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19%(lo9(4)-109(2))
3.010299957

10%(lo9(6)-109(3))
3.010299957

10%(1lo9(8)-1lo9(4))
3.010299957

10%(lo9(16)-109(8))
3.010299957
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