Exponentiella forlopp -fran
sparande till virusspridning
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Nar Mia féddes satte hennes foéraldrar in

10 000 kr pa ett sparkonto som de skulle ge
henne i present pa 20-arsdagen. | skarmbilden
ovan ser du hur kapitalet utvecklats under ett
antal ar. Data i L2 har vi skapat genom en
formel. Du bér kunna lista ut vilken formel som
har anvants.

Vilken formel har vi anvant och vad ar spar-
beloppet efter 20 ar.

Du ska nu plotta ett spridningsdiagram 6ver
hur kapitalet utvecklats under 20 ar. Nedan
ser du instdllningarna. Du nar dem genom att
trycka pa [stat plot].
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Om du vill visa spridningsdiagrammet pa ett
bra satt s& kan du trycka du pa och viljer
9:ZoomStat. Det kan vara nédvandigt att
andra visningsfonstret om du vill ha ett rutnat
for att fa en bra avlasning.

Med kunskap om exponentiell tillvaxt och
sammansatt ranta sa bor du alltsa kunna
bestdmma en formel som visar hur
sparkapitalet utvecklas. Skriv ocksa in formeln
i funktionseditorn under Y1. Har du gjort ratt
sa bor din skdrm se ut ungefar sa har:
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Dia3l:Li.lz

H=1a Y=141a5.988

Om man som har satter in 10 000 kronor till 3,5
% arsranta och inte satter in eller tar ut pengar
sa kan sambandet mellan tiden och det kapital

man har pa kontot beskrivas med formeln

y=10000-1,035"

dar y ar det innestaende beloppet och x den tid
i ar som det statt inne pa kontot. Den hér
formeln stammer dock inte med det konto-
besked som man far. Rantan laggs pa vid varje
arsskifte, och sedan har man det beloppet pa
kontot fram till ndsta arsskifte. Man sager att
réanteperioden ar ett ar och att rantan
kapitaliseras en gang om aret.

Om vi med k betecknar det belopp som star pa
kontobeskedet sa galler sambandet

k=10000-1,035*,

dar [x] betecknar heltalsdelen av x, dvs. x

avrundat nerat. Det har ar en funktion som
hoppar upp i varje heltalspunkt. Grafen ser
alltsa ut som en trappa med trappsteg som blir
hogre och hogre. Du hittar funktionen
heltalsdel om du trycker pa och viljer
NUM i menyn hogst upp pa skarmen.
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Ya=1a0aaEl 035" (helta ladellxi)

-

H=1a ¥=14145.988
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Sa ser en forstoring av kurvan ut.
MORHMAL FLYT AUTO REELL RAD HP n

Y1=106806€1 035 (heTta ledellxa)

H=F.0383683 Y=12722.793

Men man kan ocksa ldgga rantan till kapitalet
oftare dn en gang om aret. Om man far rantan
en gang i halvaret sa blir ssmbandet

k=10000-(1+0,035/2):*.

Om x mater antalet ar sa ar ju 2x antalet
halvar.

Efter ett &r har man har

10000 - (1 + 0,035/2)L2'1J ~ 10353 kr.
Halvarsrdantan 1,75 % motsvarar alltsa en
arsranta pa 3,53 %. Det ar alltsa inte sa som att
helarsréntan ar dubbla halvarsrantan! Man
skulle alltsa "tjana" 3 kronor pa att ta ut
pengarna med ranta efter ett halvar och lata
dem sitta inne pa kontot ett halvar till.

Om vi nu raknar med helarsranta och
dagsrdnta i samma graffonster blir det sa har.
Vi ser att den hackiga kurvan blir ndstan helt
jamn.

Yz=18006K(1+8, 035/365) " (heltalsde.

=i

=

H=1a ¥=1419a.437

Du kan sakert lista ut vilken formel man ska ha
nar man raknar med dagsrdnta (1 ar=365 dagar).

Har ser vi ocksa resultatet i tabellform. Du
trycker da pa [table].

NORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF I
TRYCK #FGR ATT %‘-"3 E 1
# Y1 2

13 15640 | 15764

14 16187 16323

15 16753 | 1690M

16 17348 17506

17 17947 | 18139

18 18575 18776

19 19225 | 194MH

20 19398

21 20594 | 2685Y

22 21315 21597

23 zrasl | 22368
Ye=20136.851286775

Efter 20 ar sa har man alltsa bara tjanat 239 kr!
Vad hdnder om vi tar allt kortare ranteperioder?

Det visar sig att om man avrundat sa kommer man
inte upp i mer dn 20138 kr. | kurs 3 sa visar vi hur
man kommer fram till ett svar pa fragan! Man
kommer da fram till en matematisk konstant som
har namnet e.

Hur vaxer exponentialfunktioner?

Titta pa de tre funktionerna nedan. Vi har en
linjar funktion, en tredjegradsfunktion och den
exponentialfunktion som vi studerat tidigare.
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Diondl Dind2  Dind3
INY1E10000+10006* K

NY2BX*+10000

n-Y:510000x1. 035"
INYa=01
BNY 5=
“YE=
BNY 7=
E\Ys=

Vi ser att den linjdra funktionen drar i vag
ordentligt for stigande x. Vardet pa tredje-
gradsfunktionen blir klart stérre (ungefér
dubbelt sa stort) nar x-vardet ar ungefar 50.
| botten har vi exponentialfunktionen.

HORHAL FLYT AUTO REELL RaD HF n
Ya=10000%10357(H)

H=37.878788 Y=36806.315
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Vi later nu x vixa ytterligare. Har har vi ett fénster Hur snabbt sker en fordubbling?

dar x-max ar 500. Vi ser att exponentialfunktionen Vi sag tidigare i det inledande exemplet att
nu vaxer allt snabbare. For x-vardet ca 190 har den kapitalet pa 10 000 kr i sort sett fordubblades
samma varde som tredjegradsfunktionen. Y-vardet
ar da knappt 7 miljoner!

pa 20 ar:
10000-1,035%°kr ~ 19 898 kr

BERAKN SKARNFRT VI ska ny rdkna ut vad férdubblingstiden blir
WasHZ+10808 .
T exakt. Det ger oss ekvationen:
20000 =10000-1.035"
Vi far efter division med 10000 i bada leden
2=1,035"
Vi logaritmerar nu bada leden
log2=log1,035"
SEArnindsPunkL Tredje logaritmlagen ger nu
~n=1B9.7/BBBE Y =hEd4Y5 L9606 log2=x-log1,035
Det har visar lite av kraften i exponentialfunk- Vi kan nu 16sa ut x

tioner. Det ar faktiskt sa att de vaxer ifran alla

andra funktioner. Vara 10000 kr har alltsa vuxit

loa(2}/1loa{1.0835)
.....28,14873168

HIII:HHL FLYT AUTO REELL RAD HF [l [ I

till ndstan 7 miljoner pa 190 ar.

190
10800x1.035 897059, 613 Vi kan ocksa berakna vilken procentsats man
I — 1 R ska ha for att fordubblingstiden ska bli exakt 20
Vii%e) . &
e 2094822, 813, '
[ | Vi far da analogt med berakningarna ovan:
. . . log2
Nar man har lagrat ett uttryck i funktions- 20 =|—
editorn (i detta fall Y1 till Y3) kan man ta fram 0 X
virdet genom att skriva enligt skirmen ovan. som ger
Tryck d& forst pa tangenten [vars], sedan Y-VAR logx = log2
och dar véljer du funktion. 20
Det finns ocksa ett snabbval (genvag), Tryck da | log2
. s 10 =10 %
pa och sedan [y=] och vilj sedan YVAR.
1
NORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP n x =22 =1,03526...

Har har vi alltsa beraknat bade ett exakt varde
och ett narmevarde pa rantefaktorn.

HORHAL FLYT AUTOD REELL RAD HP n

1720
2

22830264724,

| stallet for att skriva formeln for exponentiell
pa det vanliga sattet som

BRAK | FUNK

y=K-a"

Dar K ar startvarde och a férandringsfaktor
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Sa kan man skriva sa har

X
y =K-2T
Dar T ar fordubblingstiden. Vi berdknade att
fordubblingstiden skulle bli "exakt" 20 ar om
man justerade rantan till 3,52649 %. Se
berdkningar pa forra sidan.

Om man nu matar in det mer traditionella
uttrycket och uttrycket med fordubblingstid i
funktionseditorn ser det ut sa har:

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

Dindl Dindz Dindd

E\Y1E10000%1 . 0352649%
NY:B10000x2 (420?
E\Y3=

Om vi nu tar fram virdetabeller (tryck pa
[table]) ser det ut s& har:

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP
TRYCK #FGR ATT REDIGERA FUNK.
* Y1 Y2

] lagag | 1oooe

ia 14142 | 14142

28 zagaa | zooad

30 28284 | 28284

Ya yaeas | yaooeo

1] CeEE56E G569

68 gavan | 30000

rd ] 113137 113137

1) EEEEETY 1566488 |

98 226274| 226274

189 319999| 320008
Yz=160000

Du ser att man far samma varden i tabellerna
och du ser ocksa férdubblingstiden 20 ar
ordentligt. Ofta ar det mer praktiskt att ange
fordubblingstiden i stallet for forandrings-
faktorn. Man far du en storre kansla for hur det
kan ga pa langre sikt.

| den verkliga varlden kan exponentiell tillvaxt
inte fortsatta i all odndlighet. Anda stimmer den
ofta bra 6verens med saker som hander i den
verkliga varlden pa kortare sikt. Man skulle
kunna saga att i statistik ar alla modeller fel-
aktiga, men manga modeller &r oerhort anvand-
bara.

Med modell menar vi en matematisk modell,
och med matematisk modell menar vi att en
matematisk formulering kan motsvara nagot
som hander i verkligheten. Vi avslutar med ett
exempel fran covid-19-pandemin i

Storbritannien. Data ar antalet bekraftade fall
varje dag pa sjukhus fran den 23 mars och en
manad framat 2020. Man har har berdknat att
fordubblingsgstiden var ca 2,7 dagar.
(https://coronavirus.data.gov.uk/details/cases)

Casesto | New cases | Cumulative
Date date reported | cases
23/02/2020 10 1 11
24/02/2020 11 2 13
25/02/2020 13 5 18
26/02/2020 18 4 22
27/02/2020 22 8 30
28/02/2020 30 12 42
29/02/2020 42 5 47
01/03/2020 47 22 69
02/03/2020 69 40 109
03/03/2020 109 55 164
04/03/2020 164 56 220
05/03/2020 220 51 271
06/03/2020 271 81 352
07/03/2020 352 60 412
08/03/2020 412 57 469
09/03/2020 469 148 617
10/03/2020 617 259 876
11/03/2020 876 406 1282
12/03/2020 1282 484 1766
13/03/2020 1766 478 2244
14/03/2020 2244 361 2605
15/03/2020 2605 442 3047
16/03/2020 3047 610 3657
17/03/2020 3657 770 4427
18/03/2020 4427 999 5426
19/03/2020 5426 1053 6479
20/03/2020 6479 1259 7738
21/03/2020 7738 1196 8934
22/03/2020 8934 1378 10312
23/03/2020 10312 2335 12647
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Data fran tabellen pa forra sidan har vi laddat
ner till Microsoft Excel i filformatet csv och
sedan importerat till raknaren som listor.
Raknarlistorna heter DAG och COVID.

:uﬂﬂiﬂﬂ\m.lbimhiﬁ
£
[

Lif1)=

Vi plottar nu ett spridningsdiagram pa data och
lagger samtidigt in plottning av en matematisk
modell som innehaller férdubblingstiden 2,7
dagar.

HORHAL FLOAT AUTOD REAL RADIAH HF I:I

Flotl:DAG.COVID

ki i bbb b et
st} e

=2y Y=uyz?

Vi ser att modellen stammer bra fram till dag
24 ungefar. Man lyckas sedan begransa
smittspridningen.

Vi tar nu till ett knep som statistiker ofta gor-
man logaritmerar data. Eftersom logaritmer ar
inversen till exponentialfunktioner sa bor
logaritmerade data f6lja en rat linje.

DAG

I - E N T

1 11 1.aY41y

z 1z 1.1138

3 1B 1.2%53%

y 4 1342y

L 30 1.4771

[} L 16232

7 Y7 1.6721

& 1] 1.B3EE

9 1a9 2837y

10 164 | 22148
Li= n1oa( LCOVIDI"

Nu plottar vi L1 mot L3:

HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAM HF I:I

Det verkar i detta fall som logaritmerade data
foljer en rat linje valdigt bra. Man kan analy-
sera detta narmare med linjar regression.
Verktyg for detta finns pa raknaren.
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