Stegen och ladan

En stege star lutad mot en vigg pa ett sadant satt att
den precis nuddar den Iada som star mot vaggen.
Ladan ar en kub med sidan 1 meter. Stegens langd &r
5 m. Hur hogt upp pa viaggen nar stegen?

Det forsta man gor ndr man har ett sadant lite
klurigare problem &r att skaffa sig en forsta kansla for
problemet. Vi har da gjort en enkel dynamisk

konstruktion i appen Grafer.
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Man kan flytta stegen sa att fot och topp hela tiden
ror sig langs markplanet och vdggen. Stegens langd
dndras da. Forsok att fa stalla in sa att langden
kommer sa nara 5 m som mojligt.

Vi ser hela tiden koordinaterna for stegens fot och
topp och stegens langd. Tank pa att stegen precis ska
nudda kanten pa ladan.

Hor borjar nu berdkningen enligt en metod.
Beteckningarna har vi i figuren. Likformighet och
Pythagoras sats gor att man kommer fram en ekvation
som man léser numeriskt. Man kan naturligtvis hitta
|6sningar genom att rita en graf. Det visar vi ocksa

ISSS__————————
Nu tittar vi ndrmare pa problemet och vi infér -
beteckningar pa olika avstand i figuren.

Stegen nar alltsa h meter upp pa vaggen.
Likformighet ger

1 h-1 1
—_———

d 1 h-1

Avstandet fran vaggen till stegens fot &ar
1
T+d=1+

h-1 ‘

Gemensam namnare ger

5) el

Nu kan vi anvénda Pythagoras sats

h—1

[—

h
h-1

comDenom(1 +

P:s sats

h\2
solve h2+( ) =52 h||1<h<5
h=1

» h=1.26052 or h=4.8385
Gemensam namnare ger
—25)

2
h4—2‘h3—23~h2+50~h—25&

c:omDenom(h2 +

(h-1)?

hZ-2:h+1
Nu tittar vi bara pa uttrycket i

taljaren och nar det ar noll. Division
med 100 ger "behagligare” graf.

[-0.82

Nar vi plottar har vi bara plottat uttrycket i taljaren
eftersom vi vill veta nar hela uttrycket ar noll. Dess-
utom har vi dividerat med 100 for att fa en "behag-
ligare” graf att berakna nollstéllen pa.

v

.05 . (4.839,9)
((1:261,0)

| grafen pa ovan sida ser vi tre nollstallen. Det forsta
nollstallet ungefar vid x = 0,8 kan forkastas har efter-
som x maste vara storre én 1.

| svaret far vi tva varden, 1.26 och 4,84, pa héjden. Ga
tillbaka till konstruktionen pa sid 2 och fundera varfor
det ar sa.

Problem 2

Har 16ser vi problemet med en annan metod. Fort-
farande ar det Pythagoras sats och likformighet som
galler.

—
Har har vi en annan léshing dar
man |Bser ett ekvationssystem.
Lésningen bygger pa
likformighetoch Pythagoras
sats. Vi tittarpa figurenigen och
infér nya variabler x och y.

Pythagoras sats ger
(+1) 2+ (1) 252
Likformighet ger enligt figuren 1
y 1 1

= y=—
X

1 x

1x
Pa nasta sida anvander vi ett
algebraverktyg for att l6sa ut x
ochy.
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Ha&r har vi nu stallt upp ekvationssystemet och l6st det for x och y. - y
Tank pa att trycka pa Ctrl och enter samtidigt for att fa en approximativ
léshing. Om du inte trycker pa Ctrl far du den exakta lésningen som &r
ett forfarligt uttryck.

Efter parenteserna har vi lagt in" |x>d and y>0" fér att bara fa lésningar
for positivax och y.

(1) 2+(p+1) 225

solvel 1 ,{ x,y} [x>0 and ¥>0 4.03 e
=
X

» x=0.260518 and y=3.8385 or x=3.8385 and y=0.260518

Forsck att stallain
langden pa stegarna
till5 ecm néar de

snuddar ladans
kant. Mat sedan
vinklarnamellan
mark och stege.

1

Vi ser att vi far tva lésningar. Det har med symmetri att gora. Lat 173 e _

husvéggen och marken byta plats i figuren sa ser man det . X —

Man kan ocksa plottabada ekvationerna i ekvationssystemet och titta 1

pa skérningarna. Se nasta sida. v

N
e ]
| svaret far vi naturligtvis lagga till 1 meter. Du ser Tittapa figurentillnoger. Vi far da
. . oo ekvationen nedan. Vi anvander
ocksa att man far tva ldsningar. x och y byter plats helt har beteckningen v fér vinkerln.
b 52
enkelt. See o 4
sin(v) cos(v)
Man kan ocksa plotta tva grafer. Observera att man som vi [ser for v: ldder ofengtns
. . weps b a
numera i TI-Nspire kan plotta alla mojliga kurvor om solve(5= o )+ ® YV)I - x
sin(v cos\v o
man skriver in uttrycket som en relation. Andragrads- 0<v<90 and a=1 and b=1 R N
box
kurvan (x+1)* +(y+1)* =5 &r en sadan relation. Berakning av hajden mot véggen: \
sin(14.602)+5 » 1.26052
sin(90-14,602)'5 » 4.8385
—

andra losningen raknar vi ut enkelt.

wels b a
solve| 5=———+——— v

sin(v cos(v)
r v=20.4222

Problem 3

Har anvander vi nu trigonometri istallet och vi tanker

Nar vi loste ekvationen pa férra sidan fick vi bara en 16sning. Den

Man kan nu ocksa l8sa problemet fér andra varden &n 1 meter pa
ladans djup och hdjd. Sétt in varden fér a och b i ekvationen och 15s]

|0<v<90 and a=2 and b=1

1 (3.839,0.261) 6.1 sonve(s=L+L,v)|o<v<go and a=1 and b=2
\ 11 | sin(v) cos(v)
— » v=31.5061

oss en lada med kanterna a och b och att stegen lutar
v grader mot viggen. Tank pa att stélla in pa grader
under Installningar.

. . . - Problem 4
Vi generaliserar problemet alltsa. Stegen ar fortfa-

rande 5 m lang. Pa néasta sida har vi forst en figur dar

vi kan titta pa vinkeln v. Vi har tva nu stegar som bada
gar igenom ladans kant och &r nastan 5 m langa bada

tva. Vi far en av vinklarna till 14,6 grader.

Vad kan du sdga om figuren? Vi har ju tva mojliga fall.
Den "naturliga I6sningen" &r ju nar stegen nar som
hogst men den andra kan vara en mojlig 16sning ocksa.
Det beror pa hur fragan stalldes.
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Vi har nu visat pa tre olika metoder. Det finns sdkert
andra satt att 16sa problemet.

Det sista problemet handlar om att bestamma den
kortaste stege som snuddar vid kanten pa ladan.



y Likformighet ger
v 1 X
= =
x x-1 x-1

Pythaboras sats ger
hela langden pa

5. 84 stegen =
. e
v , [ x \?
1 X<+
1 x-1
T M vi ssker nu minimum
x—1 for detta uttryck.
X Vi bérjar med en graf.

Det &r oftaen braidé.

Man bekantar sig forst med problemet genom att
vinkla stegen och pa ett sant satt att den snuddar vid
kanten pa ladan.

Vi fick ju ett uttryck for stegens langd. Vi skriver in det
som en funktion och berdknar grafiskt/numeriskt
minimipunkten. Vi gor likadant med en funktion som
ar kvadraten pa den forra. De har ju forstas samma
minimipunkt och ibland kan man analysera det
enklare uttrycket nar man vill géra exakta berak-
ningar.

(2.:8)

T (2,2.83) .

-21.01 sk 1 17.04

Vi deriverar och soker derivatans nollstalle:

Vi deriverar nu forst detjdbbiga uttrycket och kommer fram tillen

\’x2—2-x+2
(x—1)2

) d
16sning: =—

2
X X
x2+ Ix>1+
dx x-=1 2
XT-2-x+2

Gemensam namnare:

X x2-2-x+2

comDenom
2
¥2o2- w2 (1)
2
x3—3-x‘+3-x—2

»

xz- \lx272-x+2 —2-x \sz—z-xﬂ +\/x272-x+2

solve(x3—3-x2+3'x—2=0.x) - x=2

faclor(x 3_3.2 +3-x—2) 4 (X—Z)' (xz -X+ 1)

Vi far nu direkt stegens langd genom att berdkna

vardet pa uttrycket

2
Vi far 2%(&) =J8=22

Plottning och berdkning av minimipunkt

-4.07
Nollstillet grafiskt |
ger samma resultat

(210) - 5.03

y=x3*3- x2+3-x-2

-4.36

Observera att vi alltsa bara intresserat oss for
uttrycket i taljaren. Nar taljaren ar noll ar hela
uttrycket noll, sdvida inte ndmnaren ar noll samtidigt.

Nu gor vi sa har att vi deriverar uttrycket

x 2
X+ —
x—1

istallet. Vi plottade ju denna funktion. Inget rottecken
alltsa.

x 2
. Vi har ju plottat
x=1

Enklare &r att arbeta med uttrycket x2 +(

detta uttryck som en funktion.

d;‘;(xa(; )2) o (,:;3 -

Vi bryter ut 2x eftersom det &r en gemensam faktor:

Vi f&r da 2-x- (1 - J
(x-1)3

Fér att uttrycketinom parentesen ska vara holl sa mésteju(x—1) 3 ha
vérdet 1 och det géller ju bara fér x=2. Klart!

Nu blev det betydligt enklare. Vi kan direkt 16sa
ekvationen i huvudet.
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