16 TI-Nspire CAS en prépa

Exercices

Détermination d'une sphere

Soit E un espace affine euclidien de dimension 3, muni d'un repere orthonormé.

Déterminer le centre et le rayon de la sphéere passant par A (1,2,3), B(2,4,—5), C(0,1,—6) et
D (-1,0,7).

Distance d'un point a un plan

On considere a nouveau les points A (1,2,3), B(2,4,-5), C (0,1,—6) et D (-1,0,7).
Quelle est la distance du point D au plan défini par A,BetC?

Nature d'une application

Quelle est la nature de I'application dont la matrice dans une base orthonormée est

-1 1 2
A=l 1 -1 J2|
J2 V20

Equation d’une conique passant par cinq points
Déterminer 1’équation de la conique passant par les cing points du plan suivants :

A(2,0), B(0,1), C(~12), D(0,—1) et E(L).

Un exercice d’oral

2 2

Soit £ Iellipse d’équation a:_2 + Z—Q =1,avec a > b > 0, F son foyer d’abscisse positive. Un point M

a
parcourt I’ellipse. Déterminer le lieu du projeté orthogonal de F sur la tangente a £ en M.

E Oral Centrale
Onpose P=2X%®—-X?*-X -3

a) Trouver lesracines o, 3 et v deP.

b) Montrer que les points d’affixes § et ¢ racines de P’ sont a l'intérieur du triangle ABC points du
plan complexe d’affixes respectives «, § et .

c) Etablir I'existence d'une ellipse (€) inscrite dans le triangle ABC et de foyers les points d’affixes
b ete.

d) Tracer le triangle ABC et I'ellipse (£) dans un méme repeére.
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Géomeétrie analytique 17

Solution des exercices

Détermination d'une sphere

On définit tout d'abord les quatre points, puis la fonction permettant de déterminer I'équation du plan
médiateur de deux points. On détermine alors les trois équations des plans médiateurs de (A,B), (A,C)
et (A,D).

Terminé

eql: =mea‘(a, b‘ 31
x-2'y+8 z+—=0

2

eq2: =medf.:a,c:| 23
x+y+9- z+—=0
eq3: =mea'(a,d] 2 x+2' y-4 z+18=0

Terminé|
v l v
15 8/99

Il suffit de résoudre le systeme formé par ces trois équations.

On récupere ensuite les composantes du centre, puis on peut calculer le rayon a partir de la distance
entre ce centre et I'un des points de la sphére.

4|’ *Non enregistré <
l " A T —==———
solveL{eql,qu,eq3}, {XJ',Z}J norm| w-a) ’767387
=717 509 -5 "9
xX= and y=——and z=— &b
22 22 22 . )
— — = norm| w-b) J767387
-717 509 =5 -
w =[t y z]Lx— and y= and z= 22
2 22 ; x
- -~ - lw—c)
717509 -5 rommene 767287
22 22 22 22
o ™ ™
110 13/99

Distance d'un point a un plan

Les points A, B, C et D ont déja été définis lors de la correction de I'exercice 1.

- Ve - - = — -
On obtient un vecteur normal au plan défini par A, B et C en calculant ABA AC, on peut ensuite
obtenir un vecteur normal unitaire i en normant ce vecteur. Il suffit alors de calculer la valeur

absolue du produit scalaire de AD et de fi pour déterminer la distance recherchée.

mE
- [ j . =
k =crossPlb-a,c-a) [-26 17 1]
n:=unitV{x)
-13-Jo66  17-Jo66 966
483 966 966
|dotpld—a,n)| 11966
483
[ L
3/99
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18 TI-Nspire CAS en prépa

Nature d'une application
On peut Vérifier que 'A- A=41.

Si on pose B=%A, on a 'B-B=1. Cela montre que B est une matrice d'isométrie. De plus
det(B) =1, ce qui montre que B est une rotation.

Onaenfin 'B=B etdonc B =1, ce qui montre que B est un retournement.

A est donc une similitude directe, composée d'une homothétie de rapport 2 et d'un retournement.

Pour déterminer l'axe de B, on peut étudier I'ensemble des vecteurs invariants de B en appliquant
linalgcas\kernelbasis a la matrice B—1, ou obtenir une base de cette droite en calculant la somme

entre un vecteur u et son image (sous réserve que cette somme soit non nulle). Dans le cas de
u=¢e;(1,0,0), cette image est donnée par la premiere colonne de B.

™ ™
2/99 3/99

¢ !21 » *Non enregistré < ]

detlp) 1

linalgcas\kernelbasis [b— 1)

™
6/99

Equation d’une conique passant par cinqg points

Apres avoir effacé le contenu des variables utilisées ou avoir ouvert un nouveau classeur ou une
nouvelle activité, on pose P(x,y)=a.x’+2b.x.y+c.y>+dx+ey+ f.

On doit résoudre le systéeme de 5 équations linéaires, d’inconnues a,b,c,d,e, f , obtenu en écrivant
que les coordonnées des 5 points A, B, C, D et E annulent P.

On utilise la fonction solve et le modéle obtenu dans [-¢]. On obtient une suite d’égalités séparées par
des and. Les solutions sont données a un coefficient multiplicatif pres, on obtient donc une équation
unique, il suffit de prendre une valeur de c7 différente de O pour obtenir 1’équation de la conique.
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Géomeétrie analytique 19

L’écran de gauche ci-dessous s’obtient simplement en entrant :
pP(xy) | ans

puis
expand(ans)=0]|c71=2

Le symbole | (opérateur "sachant que") se trouvent dans la palette accessible a 1’aide de la
combinaison de touches [etn]’I#2> (seconde fonction de la touche [=]). ans ([ct]’ans’, seconde
fonction de la touche [0)).

el 1.1 3 *Chapitre..xo04 RAD D X 1{ERN > *Chapitre..xo04 RAD D X
p(x.y):=a- x2+2- b x-y+c-y2+d- x+e: y+f 7. ¢l
Terminé p(x.y)la= and b=2- ¢I and c=-¢1 and d+
2
2,0)=
p(2,0)-0 7- ¢l x2 15 c1 5
2(0,1)=0 —_— 4 ety —cl-y +cl
solve p(— ,2)=0 .{a,b,c,d,e,f} 2 =
p(0,-1)=0
(1.1)= 7- 1 x° 15- 1 ,
, expand|————+x- |4 ¢I- y- -cl)
7 ¢l -15- B 2
- and b=2- ¢ and ¢=-¢J and d= » 2 2
2 2 7 x“+8 x y-15-x-2-y +2=0| -

4 0 0 2 0 1 linalgcas lrank(m) 5

S i 1 linalgcas\kernelvectors (m)

Lasrl 2l 7- €2 -15- ¢2

D0 101 2-¢2 -¢2 0 ¢2

18281 R 2 2
linalgcasvank(m) g . | -

Le rang de la matrice est égal a 5, le noyau est donc de dimension 1. On retrouve les mémes
coefficients en prenant c2 = 2 (attention a 1’ordre). Pour I’utilisation des matrices et de la bibliothéque
linalgcas VOir le chapitre 9.

Un exercice d’oral
Une figure avec I’application Graphiques permet d’avoir une idée du résultat. Prenons pour cela des
valeurs pour a et b. Pour le tracé de I’ellipse utilisons : (menu)(3](3](4].

4 1 Actions

2 Affichage . TP
'3 EntréeModific /- 1 Fonction el & l[x5+]l'_(3:3_§]l=1
Q4 FenétrefZoom & 2 relation |
K1 Drote b EIModEESdEGua
‘d Y4 2 Parabole P 4 Paramétrique ;
[EH & 3 Cercle  »& 5 Polaire

ERB > *Classeur

K=
a’
vH 8 Eq. diff.

% =Y 1 équation au centre

¢ 6 Conique

~B.67
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Pour placer les foyers : [menu](6][9](3].

4 1
B2

Actions
Affichage

43
Q4
%5
‘d |6
By 7
B. 8
o 3]

1-

EntréefMgdiiirnﬁnn aranhinie b

Fenétre/Zoc =" 1 Zéro .
Treme fn 2 Valeur minimum

" .
Analyse gre i 3 Valeur maximum
TR Zx 4 Intersection

A

... 2 Inflexion
Géomeétrie 6 dyldx

dindy
Parametresk_ 7 Intégrale
x2+1.14- x B 8 Zone délimitée

©1 S Analyser les conigues ¥

R 1: Actions
I3 2: Affichage

Va B T =i o5 4

IMAnlifim atioe

© 1: Centre

O 2: Sommets

D13 Foyers

\/ 4: Axes de symétrie
\ 5: Directrice

I\-6: Asymptotes

@ 7: Rayon

e- 8: Excentricité

%/ 9: Latus Rectum

y v wvw

graphique

ro
hleur minimum

leur maximum
ersection

lexion

dx

égrale

ﬂalyser les coniques I

On place le point M sur I’ellipse : (menu](8](1](2], puis on sélectionne ’ellipse.
On trace la tangente en M a I’ellipse ([menu)(8](1](8)), s’assurer de bien sélectionner le point M.
On trace ensuite la perpendiculaire a cette tangente passant par F ([menu](8](4](1], sélectionner le

point F puis la tangente).

m‘m ERN > *Non enregistré <

L ofl] ]

L ofll |

(4

m‘ ERN > *Non enregistré <

(24

1 g

! - % ; L i T

La construction étant terminée, faisons parcourir au point M ’ellipse et déterminons le lieu de P (on

peut faire une animation, voir écran suivant a droite).

m‘m ERN > *Non enregistré

hefl by

v

Lofl] <

m‘m ERE > *Non enregistré <

L ofl] |

Defnarrer l'animation

Le lieu de P semble étre le cercle de centre I’origine et de rayon a : cercle principal de ’ellipse. Pour
s’en persuader, il serait possible de collecter dans un tableau les distances de O a P, lorsque M varie et
de voir qu’elles sont constantes. Nous allons le démontrer formellement dans 1’application Calculs.

Apreés avoir créé une nouvelle page, dans un premier temps on entre les données :
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Géomeétrie analytique

‘m el > *Non enregistré <

m:=[a-cos|:|9:.\ b-sin[e:'] N N -
[a‘ cosle) b sin'lé’)]
p:=[x _y] [J‘ _Jr']
c.=\a —b:Z Jaz—b2
f=lc 0] Uaz_bz 0]

™

4/99

*Non enregistré < {ﬂn

i i o
d
colAugmenti p-m, Elim) |
1 I}
l‘.\'—cos(:ﬁ;l‘ a y—gmi_al b]
-sinl@)-a@  cosld) b

eq 1:=det|{ -\‘-COS':?]' a y—sir'_l[g’):l- b ‘]=0
\| -sinl8)-@  coslg) b

)

b cos(ﬁ] ‘x+a ( siniﬂ] 3 _y—b:|=0

A Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

Il ne reste plus qu’a résoudre le systéme...

solve(eq] and eq2, {r)}‘

¢ r ; T | o .-I
a |\a‘ Jaz-b‘2 . |\sin[0,|_,“‘+b‘2 : cosfﬂ:',]

xX= and®
9. F. 1 2 3 2 TR 2
a‘: |.,sm(6,.|J +b* - lcoslg))

9:') -a (:Ja‘z—b‘z ‘cosllﬁ)—a:]' b sinf26:||

— and y=

2 PR 2 PR
a“ [sinlg))*+6= [coslg))” | i
8/99

On écrit ensuite que les vecteurs MP et d—Tg , vecteur directeur de la tangente en M, sont colinéaires.

Pour cela on construit, a I’aide de la fonction colAugment (on travaille ici avec des vecteurs lignes), la
matrice ayant ces deux vecteurs pour vecteurs lignes et on écrit que le déterminant est nul.

La deuxieme équation est donnée en écrivant que les vecteurs FP et Cil—rg sont orthogonaux.

‘m el » *Non enregistré —
Yegaare

eq 1:=det|{ .r—cos'i{?)' a )'_Sir,l(:.a"ll' b ii=0
\| -sinlg)-@  coslg) b
b cos(ﬁ)- x+a- lf.sinlzﬁ) : y—b:|=0

)

f d A
eq2. =dotP'p—ﬁ;(m}J|=0

cosl(g) D b-sin(g)- l,\'~\]az—b2 ;I a=0

™

7/99

simplement :

xA2+yA2 | ans

et & vérifier que les coordonnées de P sont bien solution de I’équation 2 + y* = o2, en tapant tout
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22 TI-Nspire CAS en prépa

2= 3.2 0
2 1.2 a2 02 ( Al
a-|L Ja“-b~ ‘|:sinft0:|}“+b“'cosl,6:|,
x= and®
9 1 £ Ay a0 ¢ 19
a*sin(6])“+5° |cosig))
P
2 =9 f A3 .9
5 5 a‘l.,'a‘ \]a“—b“ ‘|.tsin(,6,|]“+b“‘cos(
x4y = »
o 7 SO A X Ly R i 2
a“-lsinlg)) = +b=- |:cos|\0_) :' v
2
a
| v
M Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

H Oral Centrale

Déterminons les zéros de P, il y en a un réel et deux complexes conjugués, ceux de P’ sont réels.

. , A 7 Al
P(.X:|I=2‘X3—x2—x—3 Terminé zeroslp(x) x| {i
zemslzpl':)c:',x:' E 2

2 cZeroslplx) x) { =0 \]3_ -1 \]3_ 3
— —t— g, — i,
cZeroslplxlx)  [-1 3 1 3 3 2 2 2 2 '3
—+ * = & S 7 ;
2 2 2 2 2 d i {7 -1) 7 +#1
zeros| —|, p'._x_) Jx D ol
| \dx | 6 ' 6
™ l &
3/99 4/99

Pour tracer les points, on ouvre une page avec ’application Graphiques, (menu](8][1](3], on ne clique
pas pour placer le point, on ouvre une parenthese et on saisit la premiére coordonnée, on valide et on
recommence pour la seconde, on valide le point est placé on peut alors le nommer a la volée (voir
écrans page suivante).

R 1: Actions 3 Imi 12 i3 *Non enregistré <
» ;
I
L)
- 2: Point sur : =
~x 3. Point(s) d'intersection .
- n graphique P
—4: Droite | O T RS i v %
— 5. Segment Points et droites I 2 St é 1 A 2
E i
— 6: Demi-droite rigures 4 sP°
#47: Tangente Viesures »
-~ 8: Vecteur Constructions P
(™9: Arc de cercle ‘ransformations P 433
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m} 1.2 K3 *Non enregistré < Im; 1.2 K4 *Non enregistré <>

334 1334y
B . |
B !
......................... AT S———— 4 "
2 1 A 2 2 I} 1 A 2
(-0.5.z ) §
: .
c
X °1.33 -1.33

Les points B et C sont symétriques par rapport a I’axe des X (affixes conjuguées), les points d’affixes
6 et e sont bien intérieur au triangle ABC.

L’axe focal étant I’axe des X, 1’ellipse devant étre tangente au segment BC, le point de tangence est
forcément le point | (un des sommets de ’ellipse).

[3%)
~

e, SN

-1.33

On peut donc construire I’ellipse connaissant ses foyers et un point.

R 1: Actions 3 R 1: Actions [

I3 2: Affichage b I3 2: Affichage [

£k 3: Entrée/Modification graphique Jr e L D kique I

P s () 1: Cercle

& 4: Fenétre I ~.2: Triangl 3

[\, 5: Trace 3 r_3: Rnang el »

\t 6: Analyser la représentation graphique I P ol graphique P

% 7. Tableal | x 7 4: Polygone | x

= —__ * 1. Points et droites P (7 5: Polygone régulier ints et droites P

s i O Fi © CET e

fie 9: Parametres... 14y 3; Mesures b 2|7: Parabole sures b
© |4 Constructions b 26 8: Hyperbole nstructions b
-1.33|..* 5! Transformations I £39: Conique par cing points fansformations P

Im; 1.2 4 *Non enregistré <

1.33 4y

S
Lo

39

~
T

-

n

b‘

b,

3%

[
PR > P~ o~ L
VLD

[
w

On trace ensuite le triangle ABC.
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24 TI-Nspire CAS en prépa

k 1. Actions I *Non enregistré < ol < |
I3 2: Affichage I
i Entzlalldadif ue »

() 1: Cercle
- b B~
JaN2: Triangle >
L773: Rectangle : /

¥ raphique »
17 4: Polygone Ig phiq ‘ .
(7 5: Polygone régulier ints et droites {
GO 6: Ellipse pures b
2|7: Parabole Ssures b point C
2 8: Hyperbole nstructions b {5
£239: Conique par cing points ansformations P -1.33

Lol < |

-1.33

Pour montrer que I’ellipse est bien tangente au segment AB et donc par symétrie a AC, il suffit de
montrer que 1’ intersection est réduite a un point.

On peut déterminer 1’équation de I’ellipse. Le centre se situe au milieu de FF', ce qui donne ¢ ; a est
égal a la distance de I au centre et on en déduit b.

111 |m ) *Non enregistré <

*Non enregistré <

d ¢ 4 . o
zerosr—l:p'.,x”,x] I"/; 1) ﬁ+l N7+ 1 \/7_
Ildx J 6 k 6 c= i =
6 6 6
e -
17 1) \/7_+1F| k) 1.1 2
w:=mean|{ ————,——— =i =
6 6 Jl 6 6 2 3
7 +1 7
c:=—\/_+ —l £ b:=Ja‘2—c2 l
6 6 6 2
| ~ | =
6/99 8/99

2
L’équation réduite de (£) est donc : %[X—%] +4y*=1;

V3., 33

la droite AB a pour équation y = _TX+_ .
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™

10/99

Il n’y a qu’un seul point d’intersection, (£) est bien inscrite dans le triangle ABC.
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