Visa och analysera rorelse
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I en annan aktivitet — Véirldsrekordlopp 100 m — sa analy-
serade vi I6parens hastighet och acceleration under loppet. |
senare versioner av TI-Nspire™ CX kan man nu animera
lIoparens framfart under loppet. Man skriver da sina
ekvationer i parameterform. Vi tar upp nagra tillimpningar pa
detta i aktiviteterna.

e Visa och analysera rorelse-inledning

e Visa och analysera rorelse-fartygsrorelser

e Visa och analysera rorelse-kasta boll mot ett
pariserhjul

ar exempel pa lite mer omfattande aktiviteter. Tanken dr

att du som ldrare far bra underlag och eventuellt lite

inspiration till lite mer omfattande uppgifter till eleverna.

Aktiviteten krdver kunskaper pd matematik 4-niva och

eleverna bér ocksa ha studerat kroklinjig rérelse i fysik.

Vi visar har pa lite olika maojligheter vid grafritning. Vi tar
upp nagra hyfsat verkliga modeller for rorelse fran fysiken.
Har behandlas bade ratlinjig och kroklinjig rérelse och
jamsides med olika grafiska representation finns ocksa
manga berdkningar med och utan CAS-verktyg. Det ges
har mojligheter for eleverna att syssla en hel del med
symboliska berdakningar med CAS-systemet hos TI-Nspire.

Installning i laget parameterform ar pd manga satt en
generalisering av det “vanliga” funktionslaget. | stallet for
att skriva y som en funktion av x sa skriver man bade x och
y som en funktion av en parameter t (ddrav namnet
parameterform). Uttryck i funktions-lage ar egentligen ett
speciellt fall av parameter-ekvationer. Om du staller in
x(t)=t och y(t) = f(t) motsvarar detta att skriva pa formen y

= flx).

Néastan varje kurva du stoter pa kan uttryckas i parameter-
form. | matematik sa kan parametern t vanligtvis anta alla
varden fran negativa till positiva odndligheten. Detta blir
dock omoijligt att gora pa en grafraknare eller i ett
dataprogram, eftersom ekvationen aldrig skulle sluta att
plottas (till skillnad fran funktionslage).
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Da det finns inget enkelt satt att kontrollera for vilka
varden pa t som ekvationen kommer att ga utanfér
skarmen sa staller man in fonstervariablerna tmin,
tmax och tstep. Operativsystemet hos handenhetenn
eller dataprogrammet kommer da att utvardera para-
metern for varje varde fran tmin till tmax med steget
tstep och sedan sammanbinda de berdaknade prick-
koordinaterna.
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Funktionsldge. Vi har stéllt in plottningsintervallet fran 0 till 2.
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Parameterlage. Har har vi stallt in att parametern t ska anta
varden fran 0 till 2.

N&r man ritar i parameterldge sa finns i version 5.0
och senare en funktion Path Plot dar man kan ani-
mera rorelse. Se nedan. Funktionen finns i Graf-
appen under Spara i verktygsmenyn. Denna funk-
tion blir sarskilt anvandbar nar man kommer in pa
verkliga rorelsemodeller. | detta fall sa ar ju vardet pa
t och x-koordinaten lika hela tiden.
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For att demonstrera detta med en realistisk modell sa
tanker vi oss att man kastar en boll rakt uppat med
hastigheten 10 m/s. Se nasta sida.

Sa har ser kastkurvan ut. Man ser att avstanden
mellan prickarna i kurvan blir tatare hogre upp.
Hastigheten minskar ju och ar noll i vandpunkten.
Man kan stélla in visningen pa olika satt. Vi har har
valt diskret visning av kurvan, dvs vi far prickning av
kurvan med pricksavstandet lika med vardet pa tstep.

e
y

Har har vi ett kast av en boll rakt
A uppét. Begynnelsehastighet 10
i m/s. For att kunna félja rorelsen
s& har bollen fatt en vindpuff at
héger.Klicka pa plottningen sa
ser du ekvationerna.

Bollen landar pa marken efter
2,04 sekunder.
solve(y2(t)=0,t)

» t=0. or t=2.04082
Maxhojd:

: 2.04082
1 . y2| —— | » 5.10204
. 2

Vid sparning med Path Plot sa ser man rérelsen och
kan avldsa x- och y-koordinat och den tid som gatt.

—
4; | Har har vi ett kast av en boll

4 » rakt uppat. For att kunna
folja rorelsen sa har bollen
fatt en vindpuff at hoger.

Bollen landar pa marken
efter 2,04 sekunder.

solve(yZ (t)=0,t)
» t=0. or t=2.04082
Maxhojd

1 y2(2.04082/2 ) » 5.10204
=1.64 X

x2,y2: (4.33,3.22)/ | v

Om vi véljer att rita i funktionsform kan vi t. ex.
plotta hur hojden hos bollen beror av tiden. Sa har
blir resultatet. Detta ar alltsa ingen plottning som
visar bollbanan. Den visar sambandet mellan tid och
hojd. x-axeln representerar ju tiden.
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Fartygsrorelser

CREATED 3Y VECTORPORTAL.COM

Det forsta exemplet handlar om tva fartyg som gar pa
olika kurser och med olika fart. Har galler det att
kunna skriva tva par av parameterekvationer som
beskriver rérelsen och sedan plotta dessa rorelser.

Tva fartyg, Saga och Carl, &r ute pa havet och gar med rak
kurs i den riktning som anges av pilarna. Avstanden mellan
fartygen vertikalt och horisontellt visas ocksa. Pa en timme
forflyttar sig Carl 20 km 6sterut och 5 km at norr. Saga
forflyttar sig 15 km vasterut och 10 km at norr.

Placera nu férst origo vid den gula pricken langst ner till
vanster innan du boérjar med berdkningar.

Sa har lyder den forsta uppgiften:

a) Om fartygen fortsatter i samma riktning var skar da
banorna varandra? Hur lang tid tar det for respektive fartyg
att komma till den positionen. Animera rérelserna med
funktionen Path Plot. Stimmer det med berdkningarna?

Be eleverna att dgna en stund at att for hand rita linjer
som beskriver det som ar markerat med gult i
uppgiftstexten pa forra sidan.

LT

0,10)
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Nu kan man skriva in ekvationerna fér bada fartygen.
Man far har tanka pa att ha ett ortnormerat koordi-
natsystem. Under Zoom i verktygsmenyn finns alter-
nativet kvadratiskt.

4295 Ty N ol
{xl(t)5015- t {xzfz)mzo- t
‘yl(t):0+10-t “ly2(z)=10+5-¢
Saga Carl —
//
(/
start _1—
(0,10)
> start
8.98 5 \Z[T 67.411
' (50,0)
-8.01 |

Om man sparar efter linjerna sa ser man koordi-
naterna och tiden nederst i hogra hérnet. Har har vi
sparat efter fartyget Saga och efter ca 1.65 timmar sa
passerar Saga skarningen mellan banorna.

- [x1(t)=50-15-1 {xZ(t)0+20- t
N ly1()=0+10-1  |y2(1)=10+5-1
™.
\\Saga Carl ]
start \\
(0,10) L
> start N
-7.17 10 (Rn[ ) 72183
w1 xLyl: (25.3,16.5), =1.65

Om man sparar efter Carl sa far man en skarning efter
1,27 timmar.

= fxl(l‘) 50-15-1 {xZ(t)0+20-t
™~ y1()=0+10-¢ 2(1)=10+5-¢

™.

\\Saga o -

start \\

(0,10) L

> start .
-7.17 10 (Rn[ ) 72183
o x2,y2: (25.4,16.4), =1.27

Om vi nu anvander funktionen Path Plot sa kan det se
ut sa héar nér vi fryser rorelserna. Vi ser koordinaterna
for bada fartygen och tiden. Man kan stanna rorel-
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serna med reglaget uppe till vanster. Man kan ocksa
stega sig bakat och framat i tiden med piltangenterna.

o ——
P
fas. v L [
: x1(d=50-15 ¢ {X2{f}=0+20‘ t
y1(g=0+10 ¢ ya()=10+5
4 »
Saga
. Clar:
/"'/
(0,10)
™.
5 N
™~ =11 — X
-8.98 (5OJXLY1;(335J 1)
-8.01 x2y2 (22,155) |

Pa sid 4 sa gor vi berakningar av fartygslinjernas
skarningspunkt. Man eliminerar da forst t i respektive
parameterekvation och far da

yo 2y, 100
37 3
X
=Z410
7y

Lésningarna blir x=280/11 och y=180/11

Man far ocksa latt fram ekvationerna for linjerna
genom att titta pa lutningar och skarningar med den
lodrata axeln

Observera att nar vi eliminerar t sa har vi egentligen
"bara” ett vanligt ekvationssystem som visar far-
tygens banor men inte sdger nagot om tiden och
deras hastighet.

Pa denna sida gor vi berdkningarna i flera steg och
utnyttjar inte TI-Nspire’s CAS-motor fullt ut.

Om vi eliminerar t i bada parameterekvationerna sa far vi ett
ekvationssystem i x och y. Vi kan da berakna skarningspunkten for
fartygens banor. Goér blimineringen fér hand fér bada ekvationerna.

2 100
=
3 3 280 180
solve X { x,y} r x=—— and y=—— (avrundat
y=2410 11 11
4

x= 25,5 och y=16,4)
Det betyder att for Carl géller ekvationen 280/11= 0+20t som ger

14 18
t=—=1,27 h. Fér Saga 280/11=50-15f som ger f=— =1,64 h.
11 1
Carl hinner alltsa fram snabbare till skarningspunkten an Saga.

Observera alltsa att de inte mots dar. Vi ska ju ocksa rakna ut
hur avstandet varierar med tiden.

Diskutera ocksa andra satt att berdkna tiderna med
eleverna. Nedan har vi gjort berdkningarna genom att
utnyttja avstandslagen. Vi har har att
t=stracka/hastighet. Visa girna berdkningarna pa de
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tva narmaste skarmarna om du vill. Far betraktas
som fordjupning.

Saga:
280"2( 1&0'2

= 40—

1 11

Pa denna sida gor vi alla berdkningar pa en gang
genom att I16sa ett ekvationssystem med fyra
obekanta. Observera att vi I6ser systemet for tva
tider, t1 och t2.

Vi kan ocksa gora alla berdkningarna pa en gang med TI-Nspire's &
CAS-verktyg. Man véljer da ekvationssystem bland verktygen.
x=50-15-t7
y=0+10-t1
solve A xytlt2
x=0+20:t2 { v }
=10+5-t2
280 1 18 14
+ x=—— and y=—— and {7=— and 2=—
11 11
Tryckning pa Ctrl och enter samtidigt ger ett approximativt resultat:
x=50-15-11
y=0+10- 11
1 ’ ay,i1,t2
sobvel o120 L2 3
y=10+5-12
» x=25.4545 and y=16.3636 and t7=1.63636 and {2=1.27273
il =

Pa sid 6 kommer nu berdkningen av avstandet mellan
fartygen. Fran borjan ar avstandet

\J10? +50% km ~51 km

[ |
{x1(3)=50—15- t
y1()=0+10- ¢ (/ x2(1)=0+20 ¢
N va(;)=10+5 t-
/(" - .
~ m|o _ avstdnd
-~ L
-~ L) - - - o
-
N

Ga noga igenom med eleverna hur man skriver in
uttrycket fér avstandet mellan fartygen. TI-Nspire
forenklar uttrycket direkt.
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Vi réknar nu ut avstandet mellan fartygen med avstandslagen:

J (50-15+t-(0+20+1)) 2+ (0+10£-(10+5+1)) 2

" 5'\J 2‘&25't2—72't+52i

Nu ska vi berdkna det minsta avstandet mellan fartygen. Vi
definierar forst avstandsfunktionen:

Define fuan=5' 2: 25'x2—72'x+52 * Klar
Berdkning av funktionens derivata och hollstéllet for derivatan

<L (funkx) » 2 @5x3) solve(i(funkx)=o,x) - x=2
dx dx 25

\/25-x2—72-x+52

Forts nésta sidal

Innan vi léser ekvationen ovan ser vi att derivatan &r noll nér
x=36/25. Der racker med att titta pa nar taljaren ar noll.

Berakning av minsta avstandet:
36
5'\}2'(25'x2—72-x+52i x=— » 2:\[2
25

Det minsta avstandet mellan fartygen &r efter 36/25 h (ca 1,44 h

eller 1 h 26 minuter). Avstandet mellan fartygen ar déZ'\jE km. Pa
nasta sida har vi gjort en grafisk/numerisk l&sning.

[+

Vi ska berdkna
detta avstdnd

Préva nu att finna ett begynnelseavstand horisontellttill origo fér Saga som gér
att fartygen anlénder till samma plats samtidigt. Se figur avan.|

Man behover inte anvdanda derivatan for att berdkna
funktionens minsta varde. | kurs 2 som tar man upp
metoden med kvadratkomplettering i samband med
behandling av andragradsfunktioner.

vy

,,aysl&nd,(lc, ,

=funkx

[

! td (s)

-1 E T

1

|

1

|

1

|
Fra—{~3

Vi gor nu en grafisk/numerisk 16sning genom att plotta
funktionen funkx och numeriskt berdkna minsta
vardet.

| Problem 2 ska vi nu berakna ett begynnelseavstand
horisontellt for fartyget Sara som gor att fartygen
traffar pa varandra pa havet. Deras farter ar desamma
som i problem 1.
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Om man nu satter in k istallet for 50 i uttrycket for
avstandet sa far man

J(k—=15x—(0+20x)* +(0+10x—(10+5x))?
Detta uttryck forenklas nu till

1250x2 +(—~70k—100)- x + k% +100

Vi bryr oss nu inte om rottecknet utan tittar ndarmare
pa det som star inne i rottecknet. Nu kommer den
gamla pg-formeln till anvandning.

| uttrycket for avstandet satter vi nu in k som det okanda avstand
som vi ska forséka berékna. Fér det som star under rottecknet i
avstandsuttrycket far vi da:

(k-15-x-(0+20-x)) +(0+10-x-(10+5-x) ) *
» 1250x2+(-70-k-100)"x+k2+100

Om vi sétter uttrycket ovan till noll och anvander pg—formeln far vi
uttrycket nedan:

70-k+100 [ (70-k+100\2 k2+100
= s _
2500 2500 1250

Forts nésta sida

For vilket varde pa k har funktionen ett dubbelt nollstélle? Jo, nar
uttrycket under rottecknet ovan &r noll. Vi léser da ekvationen
nedan med TI-Nspire’s CAS-verktyg solve.

70-k+100 2 k2+100
solve = =0,k| » k=70
2500 1250

Fundera éver varfér vi underséker vilket varde som| k ska ha for att
uttrycket under rottecknet ovan ska bli noll.

Uttrycket for avstandet innehaller ju bade x (tiden)
och parametern k. Vi satter alltsa uttrycket till noll och
|6ser enligt pg-formeln. Det intressanta &r ju detta
med dubbelt nollstdlle. Det beror ju pa att det minsta

avstandet ska vara noll for ett visst varde pa k.
education.ti.com/sv



Har férenklar vi nu uttrycket pa forra sidan i flera steg
med ett antal CAS-verktyg. Att |6sa denna ekvation for
hand &r en bra deluppgift fér eleverna. Ta bort denna

sida da.

Nu gér vi berakningen "fér hand":

1. Utveckling (forerkling) av uttrycket under rottecknet med funktionen expand
(utveckla)

K2 Tk 49

62500 3125 625

>

expand

(70«4100 2 KPe100
2500 1250

2. Vivill ha en gemensam namnare. Vi anvander da furktionen comDenom
4 7k 49

-k2+140+ k-4900
62500 3125 625

62500

comDenom[

3. Vi loser nu ekvationen k2 —140k+4900=0 med pg-formeln

k=70i‘f4900—4900 - k=70
I

Har ar nu slutklammen pa uppgiften. | graffonstret har
vi dven lagt in avstandsfunktion med en parameter s
och ett skjutreglage fér parametern.

Vid forenklingen av uttrycket fér avstandet sa visas
det med absolutbeloppstecken. Repetera upp defi-
nitionen av absolutbelopp med eleverna:

\/x72=|x|= i, omx=>0

X, omx<0.

| aktiviteten Kvadratrétter-problem med studerar vi
detta narmare.

Nu sattter vi in vérdet pa k i avstandsformeln och forenklar:

J1250-x2+(-7o-70—1oo)-x+702+100 r25\[2 |x—2

Uttrycket ovan med absolutbeloppstecken kan ocksa skrivas

J1250- (x-2)?

Vi ser att det dubbla nollstallet ar x=2.

Efter 2 timmar sa méts alltsa fartygen, férhoppningsvis utan
kollision.|

Till vanster har vi lagt in en graf (i rétt) for uttrycket ovan och vi ser
att funktionen har ett nollstalle for x=2.

Den bla grafen &r avstandskurvan med en parameter s. Variera
vérdet genom att dra i skjutreglaget. Nar s=70 sammanfaller
kurvorna. | problem 1 var s=50. Se graferna pa nésta sida/l

Se graferna pa nasta sida. Dra alltsa i skjutregaleget sa
att s =70.
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1250 -

N

x—2|

4.35

o

0.2 (2’0
ﬁf(x):J (s-15- v (0+20- 1) > +(0+10- x—(10+5+x))>

| |
Nu kan vi plotta upp och titta pa rérelserna hos de tva
fartygen. Vi har ju redan raknat ut att de ska motas
efter 2 sekunder om ett visst begynnelseavstand ar
70 km.

0,1 sekund &r lagom har. Man
kan anvanda piltangenterna
(Pil vanster eller Pil héger) for

Avslutningsvis sa plottar vi nu
parameterekvationerna och
med ett speciellt verktyg ska vi
titta pa hur fartygen ror sig. att backa eller ga framat nar
Man stéller innan eller efter att rérelsen avstannat.
man plottat in ett bra fénster o] -

déar en enhet &r lika lang i x— T B i e i A
och y—led. Man vill ju visa den

verkliga rorelsen.

Man véljer sedan Path Plot
bland Spara-verktygen. Klickar
sedan pa P. Nu plottas
rérelserna med en steglangd (i
tid) som man sjélv kan
bestéamma med P|ath Setup.

i AN
TG sz(15:0+20-z: x1()=70-15-1

\y2(:)-10+5-z  |y1()=0+10-1

™

5 ~

=2 >

x1,y1: (40,20)
x2,y2: (40,20) ]
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Kasta boll pa tivoli

(0,6) X

Nasta exempel handlar om tva icke ratlinjiga rorelser.
Sa har lyder texten till uppgiften:

Vi befinner oss pa ett tivoli. En av attraktionerna ar nar
matematikern Albert kastar en boll till kollegan Ada som
aker runt i ett pariserhjul. Albert kan konsten att med
lamplig fart och kastvinkel fa Ada att fanga bollen. Se
illustrationen ovan.

Albert kastar bollen pa det horisontella avstandet 13 m
fran pariserhjulet. Hjulets centrum har koordinaterna (0,
6) och dess diameter dr 10 meter.

Ett varv pa pariserhjulet tar 5 sekunder och Ada startar i
hjulets lagsta punkt. Albert kastar bollen i 72 graders
vinkel och pa 1,5 meters hojd med en viss hastighet v
m/s. Denna hastighet ska vi forsoka komma fram till.

Eleverna ska nu modellera roérelserna hos bollen och
Ada som far runt i pariserhjulet. De ska folja
rorelserna och se hur nara Ada kommer den kastade
bollen. D et géller att finna en hastighet sa att avstan-
det mellan bollen och Ada &r sa litet som majligt.

Eventuellt kan man férbereda sig for denna aktivitet
och studera ekvationerna for kroklinjig rorelse
ordentligt. Aktiviteten Kastrérelse ger en grundlig
introduktion.

y

Dra i anden pa vektorn Vees | =15.5
16
14 =99
12
10 vw=11.9
8
Vres,

[

Vx

()0’50)4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24\26 28 30
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Pa sid 4 har vi nu graferna foér de tva parameter-
uttrycken. Den matematiska utmaningen i denna
aktivitet dr att kunna skriva korrekta ekvationer. Ga
igenom detta och se till att eleverna verkligen hénger
med hdr.

Czn o ox 2397%1¥ ' ‘ ‘
5| T A‘*E x2(e)=-t 14, cos

b
—)+13
2.5

P TE R IR [ 11
PO I P v2()=1.5+ 14.‘:in(l)——‘9ﬂ‘:z
| s \2.5) 2

21.19 ) 5 18.81

21.19 ) 5 18.81

v=18 m/s

Ovan visar vi hur kastbanan blir vid nagra olika
hastigheter.

Har definierar vi avstandfunktionen och pa sidan efter
sjalva grafen dar vi har stéllt in vardet pa v sa att vi
minimerar avstandet.

Nu definierar vi avstandsfunktionen och vi gér det som en vanlig funktion.
x star har for tiden.

Define avstﬁnd(x) = J (x1 (x) —-x2 (x)) 2, (y1 (x) -y2 (x)) 2
Vi stéller in vérdet pa v i skjutregaget nedan sa att funktionsvérdet

hamnar sa nara 0 som moljigt. Efter hur lang tid blir Ada antagligen traffad
av bollen?‘

Préva nu ocksa att kéra Path Plot med instéllningen ovan p& v. Stanna
animeringen dar Ada blir traffad av bollen.
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Med Path Plot sa gor man

sedan animeringen. Nere

till hoger pa skarmen ser man koordinaterna fér Ada

och bollen och forfluten tid.
| 2315 1 v
A
L4 »
VAN
= S~ \\
— 1N \
\ \
/ \
1=2.48  \
2 v
- x1y1: (0.1257,11)_ 4
| Sas | x2y2: (0.1251,10.99)

Nar man hittat ett optimalt avstand kan man géra en
animering med detta varde.
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