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Andragradse kvationer-pé dju pet Kommandor finns bland algebraverktygen och heter -
Kvadratkompettera:‘

| denna aktivitet gar vi igenom vad begreppet completesquare(x2-6-x+2=0x) » (x-3)2=7

kvadratkomplettering innebar. Vi borjar med ett completeSquare(x2+12-x=64.x) - (x+6)2=100

geometriskt bevis. Kvadratkomplettering ar en metod Det stammer med de berakningar vi gjorde "f6r hand".

for att skriva om andragradsuttryck pa en form som o _ ,

. . N Nu kan vi gora detta mer generellt och jobba symboliskt med
ofta ar mer anvandbar an den utvecklade formen koefficienterna.
a-x>+b-x+c. Metoden ar ocksa anvandbar i andra
sammanhang an att |0sa andragradsekvationer, t.ex.

.. . . 2
for att hitta max-/minpunkter hos andragrads- Hogerledet kan skrivas ¢
funktioner. 4

5 b\2 b2-ac
completeSquare(x +b-x+c=0,x) - x+— _—
2 4

Pa de tre forsta sidorna har vi en ordentlig genomgang

) TI_Nspire skriver har uttrycket till hoger om likhets-
av hur kvadratkompettering fungerar.

tecknet med gemensam namnare.

T
Py Py ~ v = i [ . . .. .. ..
Olika satt att 16| Hur ska vi berakna x7 Jo, vi Nedan finns dnnu ett exempel dar man kan jamféra
andragradsekvationer lagger till kvadraten uppe i det " PP
hégra hémet sa att vi far en stor med det allmanna uttrycket. Vi far har:
kvadrat. Sa har blir det da:
6 i x2+12x+36=64+36 eller 6\ (—6)
@ 2 412x436-100 Vi x+? = 2 —(=7) vilket forenklas till
* x kompletterar alltsa med 36 pa
X (2 bada sidor i ekvationen. Nu kan
; 2
Titta pa figuren ovan Vi vet att ju arean av den stora kvadraten (X - 3) =9-— (—7)
det gra omradet, som bestar av ocksa skrivas som (x+6)2 och T
tre delar, h ar 64
re celar, har en area som ar da galler att(x+6)2=100. Vi ser
areaenheter. Det kan uttryckas o
2 2 att en losr“ng ar X=4 men R |
XE+6x+6x+64=X"+12x=64. x=-16 &r ju ocksa en lésning Vi tar annu ett exempel dar koefficienten framfér kvadrattermen inte & =
Vi vet nu inte vardet pa x. o eﬂersom(—10)2=100. = 1 2.x2-12:-x=14=0 |
Har dividerar man lampligen férst med 2 i bada led och far da
—/\ X2_6_X_7_0
Om vi utvecklar (x+6)2 med Nspire’s CAS-verktyg far vi completeSquare(xz—6-x—7=0,x) . (x—3)2=16.
expand((x+6)2) - x2+12:x+36 Stammer det med det generella uttrycket fran forra sidan. Tank pa
och det var ju precis det uttrycket vi hade och vi visste att det var lika tecknen hér och att 5=-6 och c=-7. Jamfor dter med det allmanna
med 100. Jamfér med kvadreringsreglerna: 2 bp\2 b2
uttrycket: completeSquare(x +b-x+c=0.x) =|x+—| =—-c
expand((a+b)2) ra2+2-a-b+b2 expand((a b)z) » a2-2-a-b+b2 2 4
Vi tar &nnu ett exempel: | Préva nu med nagra egna exempel som du t.ex. kan plocka fran
din egen larobok.
Los ekvationen x2—6x+2=0. Om vi nu ska f& en jamn kvadrat
(ux+u)2 sa maste vi bérja med att skriva (x—3)2 eftersom dubbla @
'
produkten &r 6x. Sedan blir det da (x 3)2—7 eftersom 3 i kvadrat blir
9 och vi ska ha kvar 2 (2-9=-7). Vi ser att det stammer: . 3 . . . .
) Har visar vi resultatet ndr man I6ser ekvationen
(x-3)2-7 » x2-6x+2
2 o .. Lo ..
Forts nasta SIDA! o X" +p-x+q.Man far gora en del omskrivningar for att
fa I6sningen pa den form man vanligtvis ser i laro-
~ ..
Vi far nu ekvationen (x—3)2=7 vilket direkt ger x—3=t\f7_ bécker.
som ger lésningarna x=3+\/? eller x=3—\/; .
. Vi har nagra ganger pa de tidigare sidorna anvant kommandot solve(),
CAS-motorn hos T-Nspire ger som direkt l6ser ekvationer. Om vi nu skriver ekvationen pa formen
~3)2=7,x) » x=3- -
solve((x 3) 7ix) > x=3 \/7 orx \/7+3 x2+p-x+q=0 och anvénder kommandot solve far vi
Det férsta exemplet dar vi fick ekvationen (x+6) 2-100 ger nu
(2 ) p2-4-q-p AJp2-4-q+p
solve((x+6)2=100,x) » x="16 or x=4 solvelx“+p-x+q=0.x) » x= 5 or x= >

Stammer ocksa }ned vara berakningar! Vi kan skriva om uttrycken och sétta det som kommer utanfér

rotteckenet férst och sedan flytta det som star i ndmnaren under
Vi ska nu titta pa ett nytt kommando som skriver om ekvationen med rotteckenet. DA far vi:

den metod vi gatt igenom hér. Vi bérjar med ekvationerna som vi gjort
berékningar pa hittills. P

2
—| -g "pg-formeln"
2

| ndsta spalt visar vi hur det inbyggda kommandot for
kvadratkomplettering fungerar.
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Ibland star inte andragradsekvationen pa den form som vi behéver for
att kunna anvanda pg-formeln - koefficienten framfor x*~termen ar
t.ex. inte lika med 1.Da dividerar vi samtliga termer i ekvationen med

2

koefficienten framfor x<-termen.

2 2

a-x“+b-x+c=0 » a-x“+b-x+c=0

2 -
ax<+b-x+c=0 b'x ¢
expand - x24+ *—=0&
a a

a

2 bx ¢
solve|x<+——+—=0x
a a

|
\/b2—4-a-c -b -(\/b2—4-a-c +b)
rX= or x=

2-a 2-a

Man kan naturligtvis utga fran uttrycken ovan nar
man |0ser ekvationer dven om koefficienten a ar 1. |
t.ex. amerikanska larobdcker verkar det vara vanligt.
Se nedan. | Sverige verkar pg-formeln vara cemen-
terad. Det viktiga ar ju dock att man forstar vad man
haller pa med och att de I6sningsformler man anvan-
der utgar fran kvadratkomplettering.

@ Or we can Complete the Square

@ Or we can use the special Quadratic Formula:

b+ BP-dac
2a

Just plug in the values of a, b and ¢, and do the calculations.

X =

We will look at this method in more detail now.

- |
Har &r tva andra sétt att finna rétter till en andragradsekvation. -
Faktorisering resp. ett verktyg som finner rétterna till ett polynom

(uttryck med heltalskoefficienter):

factor(2:x2-12-x-14=0) » 2 (x=7)- (x+1)=0
polyRoots(Z-x2—12-x—14,x) ’ { 1.7 }

Kontroll: expand(Z»(x—?)'(xH)) r 2:x2-12-x-14
Pa nasta sida visar vi hur man med utttrycket man far vid

kvadratkomplettering kan berdkna visss saker om motsvarande
andragradsfunktion.

TI-Nspire har ett stort antal kommandon for algebra.
Ovan visar vi 2 st. som ar anvandbara for att 16sa
andragradsekvationer.

Uttrycket man far vid kvadratkompettering ger direkt
information om max- och minpunkter. Om man kan-
ner till funktionens nollstallen sa vet man ocksa att
vertex finns precis i mitten mellan nollstallena.

/ completeSquare(B(x).x)
H - (x+-3)2-16
B(x\:xz —6+ x—7. ] Viser att det minsta vérde som

funktionen kan anta ar -16
\\ / eftersom et minsta vardet hos

\ i (x—3)2 &r noll. En kvadrat kan
juinte anta ett negativt varde.
Det minsta véardet hos funktionen
antas nar x=3. Se graftill
vanster,

Eleverna kan ocksa t.ex. préva med funktionen
f(x)=—x>*—6x—7 som har ett maxvarde.

I ———————————
784 | ¥

completeSquare(fI (x],x] 2—(,1'+ 3)2
©maxvéarde for x=-3
f‘l(x)=-x2*6- x—7

completeSquare[fI(J]:O,I) ’(1'+3]2:’2

© nollstallen for x:\]573 och x:75—3

1
.

[7.13 1 2.87

5.6

Vi avslutar med en utmaning dar eleverna ska arbeta
helt algebraiskt. Hur beraknar man x-koordinaten for
minpunkten nedan om man kanner till uttrycken for

nollstallena.

T
Héar kommer nu en verklig
utmaning. Du har en

2, p-x+c. Utifran

funktion x
nollstallena, som du far
berdkna med verktyget

solve, ska du nu berékna

vérdet pa funktionens
vertex (max eller min) helt
algebraiskt.|

Pa nasta sida visar vi en [6sning till problemet. Det
finns sdkert fler I6sningar. Manga elever kan sakert
hitta fler.
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Define f(x)=x2+b-x+r:  Klar
Jb2-a-c-b '(\/b2—4~c +b)
or x=
2 2

For att berdkna x-koordinaten for max-/minpunkten sa beraknar vi
forst halva avstandet mellan nollstallena:

Jb2-a-c-b -(Jb2—4~c+b)
2 h 2 R b¥F-4-c

2 2
Sedan l&gger vi till x—vérdet fér den vanstra nollstallet

Jb2-ac I-(\/b2—4~c +b) 71:& f(;)m_ﬁ

2 2 4

solve(f(x)=0,x) " X=

En del elever kan ha problem med att forsta hur man
kommer fram till att funktionsvardet blir c—b*/ 4.

Visa da berdkningen utan hjalp av CAS hos TI-Nspire.

2 2 2 2
(—éj +b-(—b/2)+c:b——b—+c:c—b—
2 4 2 4

Nagot om ekvationer med namnare

Nar |6ser ekvationer med ndmnare och far l6sningar
som ger noll i nédmnaren sa ar det s.k. falska rétter
som ekvationen inte ar definierad fér. De upptrader
ofta da man “"multiplicerar upp” ndmnare.

Vi visar nedan nagra skarmbilder déar vi arbetat i

for steg och kommit fram till uttryck pa formen

ax” +bx+c=0. Man bérjar med att mata in ekva-
tionen och trycker sedan pa enter. Det betyder att
sjalva ekvationsuttrycket lagras i variabeln ans. Om du
nu t.ex. trycker pa multiplikationstangenten sa star
det

Ans-

pa skdrmen. Man kan ju inte borja en berdkning med
att trycka pa multiplikationstangenten. Samma sak
galler de andra raknesatten (+ - /). Nedan har det
alltsd statt Ans+5 pa andra raden och Ans/2 pa tredje
raden. Det som star till hoger ar ju lagrat i ans.

2-x-5=17 2 x-5=17

(2- x-5=17)+5 2-x=22

2 x=22 x=11
2

Om vi gjort en berdkning och sedan vill dra roten ur
resultatet, som ar lagrat i ans, sa infogar vi rotsym-
bolen och skriver ans. Forst far vi det exakta vardet

/55

e och om vi trycker pa Ctrl och enter samtidigt far

vi ett ndrmevaérde.

3 3, 55
16 16

3 s 55

—-57-20 —
16 16
55 /55
16 4

55 1.85405
4

Ans-funktionen kan anvéndas pa ett effektivt satt
dven nar man forenklar komplicerade ekvationsut-
tryck. Vi har har anvant kommandot expand
(utveckla i den svenska verktygsmenyn). Totalt 4
steg for att komma fram till ett uttryck pa formen

ax’ +bx+c=0.

x+3_x+6

o |25 (v43) FM

x+3 x+6, x+6

o :8-(x+3] (v+6) x [x+6)=8- (x+3)
x+6

expand(x- L‘c+6)=8- (x+3]) x2+6' =8 v+24

[~

[x2+6- =8+ x+24)—(8- x+24) x2-2-x-24=0
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a [2EE)_2x( x—s))_ 2-x-1) 2- [x+6)- (2-x-1)

3 =-2- - (2-x-3)

2-(x+6 ;(2 1) pxlad) s 2 (x+6): (20 x-1)=-6 x+ (2- x-3)
expand(2- (x+6)- (2 x—1)=-6-x- (2-x-3)) PREIE R PR P
[4-x2+22-x—12=18-x—lz-xz]ﬂz-xz 16-x2+22- x-12=18x
(16 x2+22- x-12-18- -18-x 16-x%+4-x-12-0 _

Har en sida med ett ganska krangligt uttryck. Den
vanstra spalten ska man inte titta sig blind pa. Den
visar den interna CAS-processerna. Det som star inom
parentes dar ar vad som ar lagrat i ans-variabeln.

Ge gédrna eleverna nagra uttryck att trana pa. Efter ett
par exempel kdnner de flesta sig ganska trygga med
detta satt att forenkla ekvationsuttryck.
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